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TÓM TẮT 
 

Luận án đã phát triển phương pháp biên nhúng (Immersed boundary – IB) 

kết hợp với phương pháp tách biến Proper Generalized Decomposition (PGD) để 

giải các bài toán tương tác rắn-lỏng (Fluid structure interaction – FSI). Mục tiêu 

chính của luận án là phát triển một phương pháp hiệu quả để giải quyết các bài toán 

FSI. Trước tiên, phương pháp đã đề xuất sử dụng phương pháp IB để xử lý sự hiện 

diện của vật cản trong miền lưu chất bằng cách thay thế ảnh hưởng của vật cản bằng 

một thành phần lực cưỡng bức tác động lên miền lưu chất, khi đó miền tính toán 

xem như chỉ còn một miền lưu chất đơn nhất. Vì vậy, quá trình chia lưới sẽ đơn 

giản đi rất nhiều và không cần phải thực hiện lại sau mỗi bước thời gian đối với các 

bài toán vật cản có biên di chuyển trong miền lưu chất. Bên cạnh đó, để gia tốc cho 

quá trình tính toán và tiết kiệm bộ nhớ chương trình, phương pháp PGD được đề 

xuất để giải các phương trình vi phân đạo hàm riêng. Phương pháp PGD giải quyết 

các bài toán trên không gian đa chiều dựa trên nguyên lý đưa các phương trình vi 

phân đạo hàm riêng đa chiều về việc giải các phương trình vi phân một chiều. 

Luận án đã đề xuất áp dụng phương pháp PGD để giải các phương trình vi 

phân đạo hàm riêng trong không gian hai chiều và ba chiều. Tiếp theo, phương pháp 

PGD được đề xuất áp dụng vào các bài toán dòng chảy nhớt không nén ở các điều 

kiện biên khác nhau. Sau cùng, luận án đã đề xuất việc kết hợp phương pháp IB với 

phương pháp PGD để giải quyết các bài toán dòng chảy nhớt không nén được qua 

vật thể biên cứng và biên đàn hồi. Các kết quả tính toán từ phương pháp đề xuất đã 

cho thấy sự hiệu quả và một hướng đi đầy hứa hẹn trong việc giải các bài toán về 

tương tác rắn lỏng. 
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ABSTRACT 

 

The thesis has developed the immersed boundary method (IBM) combined 

with the separation method of Proper Generalized Decomposition (PGD) to solve 

fluid-structure interaction problems. The primary goal of the thesis is to develop an 

effective method to solve the problem of incompressible viscous flow past rigid and 

elastic obstacles. Firstly, the method has proposed using IBM to handle the effect of 

obstacles in the fluid domain by replacing the effect of obstacles by a forced force 

component acting on the fluid domain, when that computational domain is 

considered as a single fluid domain. Therefore, the meshing process is much 

simpler and do not need to be repeated after every time step for problems with 

boundary movement in the fluid domain. Besides, to accelerate the computational 

process and save the program memory, PGD method is proposed to solve the partial 

differential equations. The PGD method which solves multi-dimensional spatial 

problems is based on the principle that transforms multi-dimensional partial 

differential equations into  one-way differential equations. 

The thesis has proposed the application of PGD method to solve partial 

differential equations in two-dimensional and three-dimensional space. Next, the 

PGD method has been proposed to apply to incompressible viscous fluid flow 

problems at different boundary conditions. Finally, the thesis has proposed to 

combine the IBM with PGD method to solve the incompressible viscous flow 

problems past rigid and elastic obstacles. The calculated results from the proposed 

method have shown the effectiveness and promising direction in solving problems 

of fluid-structure interaction. 
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Chƣơng 1 

TỔNG QUAN 

 

1.1. Đặt vấn đề 

Bài toán tương tác rắn-lỏng (fluid-structure interaction – FSI) là một trong 

những bài toán được quan tâm trong lĩnh vực khoa học và kỹ thuật. Các bài toán 

FSI có thể được tìm thấy trong các lĩnh vực như khí động lực học cầu [1, 2], dao 

động của cánh turbine gió [3-5], tác động của gió lên các tòa nhà cao tầng [6, 7], 

đáp ứng khí động học của máy bay [8], tương tác giữa gió với cây xanh [9] và nhiều 

bài toán về dòng chảy sinh học như tương tác giữa máu với van tim [10, 11], các bài 

toán mô phỏng quá trình bay và bơi của sinh vật [12, 13] … 

Do các bài toán FSI là các bài toán vật lý tương tác đa trường  nên việc giải 

quyết các bài toán nói trên sẽ rất khó để thực hiện bằng các phương pháp giải tích, 

thay vào đó, các bài toán FSI thường được giải bằng các phương pháp số. Nhiều 

phương pháp số để giải bài toán FSI đã được đề xuất và phát triển trong những năm 

qua như phương pháp Newton-Raphson [14-16], phương pháp Euler-Lagrang [17, 

18], phương pháp meshfree [19], phương pháp phần tử hữu hạn trơn [20-23], 

phương pháp Lattice Bolzmann [24]…Tuy nhiên, để giải quyết vấn đề lưới tương 

thích trong các bài toán FSI có sự di chuyển hoặc biến dạng của vật thể trong dòng 

lưu chất thì chi phí tính toán của các phương pháp nói trên là rất cao. Trong bối 

cảnh đó, phương pháp biên nhúng (Immersed boundary-IB) là một công cụ hữu 

hiệu cho các bài toán có biên di chuyển hoặc miền tính toán phức tạp. Phương pháp 

IB giải quyết các bài toán FSI trên cơ sở thay thế ảnh hưởng của vật cản trong dòng 

lưu chất bằng cách đưa vào một thành phần lực tác động lên dòng chảy thông qua 

một hàm phân bố dirac delta, khi đó miền tính toán xem như là một miền lưu chất 

đồng nhất và các chi phí chia lại lưới sau mỗi bước thời gian sẽ được loại bỏ.  
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Tuy nhiên, các bài toán FSI trong không gian hai chiều hay ba chiều khi 

được giải bằng phương pháp IB dựa trên các phương pháp số truyền thống (sai phân 

hữu hạn, phần tử hữu hạn hay thể tích hữu hạn …) thì việc chia lưới trên toàn miền 

tính toán sẽ đòi hỏi số biến lưới rất lớn. Điều này dẫn đến các vấn đề như mất nhiều 

thời gian tính toán, sự phức tạp trong các giải thuật chia lưới, cũng như nguồn tài 

nguyên lưu trữ phải lớn. Ví dụ, chúng ta xét bài toán một chiều, với lời giải số là 

phương pháp phần tử hữu hạn với số phần tử trên mỗi chiều là100 . Nếu mở rộng 

mô hình bài toán sang hai chiều, thì lưới tính toán khi đó sẽ là 100 100  phần tử. 

Tương tự, với bài toán ba chiều thì số phần tử sẽ là 
3100 . Một cách để giảm thời 

gian tính toán và bộ nhớ chương trình khi giải các phương trình vi phân đạo hàm 

riêng đó là  sử dụng nhóm các phương pháp tìm kiếm lời giải của bài toán ở dạng 

tách biến với tên gọi giảm bậc môt hình (Reduced-Order models – ROM). Trong số 

đó, phương pháp Proper generalized decompostion (PGD) được đề xuất bởi Ammar 

cùng cộng sự [25, 26] là một phương pháp hiệu quả và đầy hứa hẹn. Phương pháp 

PGD tìm kiếm lời giải của bài toán đa chiều bằng cách đưa bài toán đa chiều thành 

chuỗi các bài toán một chiều để giải quyết. 

Bằng cách khai thác những thuận lợi của cả hai phương pháp IB và PGD, 

mục tiêu của luận án là kết hợp phương pháp IB và phương pháp PGD để giải quyết 

các bài toán dòng chảy nhớt không nén qua các vật thể biên cứng [27] và biên đàn 

hồi [28]. Trong sự kết hợp này, các công thức của phương pháp IB được sử dụng để 

xây dựng sự tương tác giữa lưu chất và kết cấu bằng cách đưa một thành phần lực 

cưỡng bức vào hệ phương trình Navier-Stokes. Sau đó, phương pháp PGD được sử 

dụng để tìm kiếm lời giải của hệ phương trình Navier-Stokes. Bằng cách thực hiện 

này, các ưu điểm của phương pháp IB và PGD sẽ được khai thác một cách hiệu quả. 

Các công thức biên nhúng giúp xử lý biên phức tạp của bài toán FSI trong khi 

phương pháp PGD giúp tăng tốc độ tính toán và làm giảm sự phức tạp của các bài 

toán đa chiều. 
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1.2. Tổng quan về phƣơng pháp IB 

Phương pháp IB lần đầu tiên được đề xuất vào năm 1977 bởi Peskin [29] để 

phân tích ứng xử của dòng máu tương tác với van tim. Từ đó, phương pháp IB đã 

được sử dụng để giải quyết cho các loại bài toán FSI khác nhau như Kim & Choi 

[30] đã phát triển phương pháp IB để phân tích dòng chảy qua một vật cản di 

chuyển, Miller cùng các cộng sự [31] và Pan cùng cộng sự [32] đã sử dụng phương 

pháp IB để mô phỏng quá trình bay của các loại côn trùng nhỏ ở hệ số Reynolds 

thấp. Shoele & Zhu [33] đã giải quyết bài toán dao động và biến dạng của vật thể 

trong dòng chảy đều, … Gần đây, phương pháp IB cũng đã phát triền để giải quyết 

các bài toán dòng chảy qua vật cản [34-36]. Nhiều nghiên cứu sâu về phương pháp 

IB cũng được đề cập trong các công bố của Zhu & Peskin [37-41]. Những đánh giá 

tổng quan gần đây về phương pháp IB có thể tìm thấy trong các công bố của 

Iaccarino & Verzicco [42], Mittal & Iaccarino [43] và Sotiropoulos & Yang [11]. 

1.2.1. Phƣơng pháp IB cổ điển 

Phương pháp IB cổ điển lần đầu tiên được giới thiệu bởi Peskin [29] để mô 

phỏng dòng máu qua van tim. Trong phương pháp IB cổ điển, lực ở biên nhúng 

được tính dựa vào cấu trúc của biên nhúng và có thể được trình bày như sau 

   , ,t M tF X X  (1.1) 

ở đây X  là vị trí các điểm biên nhúng trên hệ tọa độ Đề các, M  là một toán 

tử mô tả thuộc tính của biên. Lực tại các điểm trên biên sau đó được phân bố đến 

các ô lưới lưu chất xung quanh bằng một hàm rời rạc dela h  

     , , h

s

t t ds f x F X x X  (1.2) 

Trong phương pháp IB cổ điển, lực được đưa vào lời giải hệ phương trình 

Navier-Stokes trước quá trình rời rạc hóa. Vì vậy, phương pháp này được phân loại 

thành nhóm cưỡng bức liên tục như trong công bố của Mittal & Iaccarino [43]. 
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Để giải quyết các bài toán dòng chảy qua vật cản biên cứng, Beyer & 

LeVeque [44] và Lai & Peskin [45] đã sử dụng một lò xo ảo để ràng buộc vật rắn 

với một vị trí cân bằng  ,e s tX , khi đó lực tại các điểm trên biên được tính như sau 

      , , ,et s t s t F X X X  (1.3) 

ở đây  là hằng số độ cứng. Tuy nhiên, để áp đặt điều kiện biên một cách 

chính xác, giá trị của   cần phải rất lớn.  

Bên cạnh đó, Goldstein cùng cộng sự [46] và Saiki & Biringen [47] đã sử 

dụng một giải thuật cưỡng bức hồi tiếp để tính lực trên biên nhúng như sau 

           
0

, , , , ,
t

b bt d t t        F X U X U X U X U X  (1.4) 

ở đây 1  và 1  là hai hằng số nhân tạo mà thứ nguyên lần lượt là 

21 T  và 1 T . Phương pháp này vận hành như một hệ của lò xo và giảm chấn để 

hiệu chỉnh  ,tU X  về  ,b tU X . 

Từ phương pháp ban đầu, các biến thể khác nhau của lớp phương pháp này 

đã được đề xuất để giải quyết bài toán dòng chảy qua vật thể biên cứng. Ví dụ, 

trong công bố của Angot cùng cộng sự [48] và Khadra cùng cộng sự [49]  đã mô 

phỏng dòng chảy được giả sử trong một môi trường rỗng. Ngược lại, Glowinski 

cùng cộng sự [50] đã xây dựng phương pháp miền ảo hay phương pháp phân bố 

nhân tử Lagrange, trong đó xét vật rắn như là lưu chất chịu một sự ràng buộc cứng.  

Bằng cách sử dụng kỹ thuật phần tử hữu hạn, phương pháp IB cổ điển được 

mở rộng thành phương pháp phần tử hữu hạn nhúng (Immersed finite element 

method) [51-53] và phương pháp nhúng liên tục (Immersed continuum method) 

[54] cho các bài toán dòng chảy qua vật thể biên cứng. 

Các công bố trước đây về phương pháp này phần lớn được áp dụng cho bài 

toán dòng chảy qua biên đàn hồi và biên cứng đứng yên vì phương pháp này chưa 

được mở rộng cho trường hợp biên cứng di chuyển. 
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1.2.2. Phƣơng pháp IB cƣỡng bức trực tiếp (Direct forcing immersed 

boundary method) 

Phương pháp IB cưỡng bức trực tiếp được đề xuất bởi Mohd-Yosuf  [55] và 

Fadlun cùng cộng sự [56] cho những bài toán dòng chảy qua vật thể biên cứng 

thông qua việc hiêu chỉnh phương trình động lượng rời rạc. Phương pháp này được 

phân nhóm thành nhóm cưỡng bức rời rạc trong công bố của Mittall & Iaccarino 

[43]. Để đơn giản, phương trình động lượng rời rạc được viết lại như sau 

1
1 1

n n
n n

t


 

 


u u
RHS f ,  (1.5) 

ở đây thành phần vế phải 
1n

RHS  bao gồm các thành phần đối lưu, lực nhớt 

và gradient áp suất. Để dẫn đến một điều kiện biên đúng ở mặt phân cách  , thành 

phần lực được xác định như sau 

1
1

n
n

t




 

 
  

 

u u
f , (1.6) 

ở đây 
1n n t  u u RHS  là vận tốc được đánh giá ở mặt phân cách mà 

không xét đến ảnh hưởng của biên nhúng. Chúng ta thấy rằng, phương pháp cưỡng 

bức trực tiếp sử dụng sự tái cấu trúc lại vận tốc cục bộ để áp đặt điều kiện biên.  

Fadlun cùng cộng sự [56] đã so sánh nhiều sơ đồ nội suy và đạt được độ chính xác 

bậc hai sử dụng phép nội suy tuyến tính. Trong hình 1.1, vận tốc iu  ở điểm lưới đầu 

tiên bên ngoài vật rắn đạt được bằng phép nội suy tuyến tính vận tốc V  ở biên và 

vận tốc 1iu   ở điểm lưới thứ hai. 
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Hình 1.1: Sơ đồ nội suy vận tốc cục bộ của Fadlun và cộng sự. 

 

Phương pháp IB cưỡng bức trực tiếp đã được phát triển và cải tiến bằng cách 

kết hợp với phương pháp cổ điển, vận tốc và lực trên lưới nền lưu chất và biên 

nhúng có thể được chuyển đổi bằng cách sử dụng hàm rời rạc delta của công thức 

cổ điển. Hai cách tiếp cận khác nhau đã được đề xuất để thực hiện điều này. 

Cách tiếp cận thứ nhất, được gọi như là phương pháp IB cưỡng bức trực tiếp 

hiện được đề xuất bởi Uhlmann [57] cho bài toán biên cứng di chuyển. Uhlmann đã 

đề xuất đánh giá lực ở các điểm lưới trên biên nhúng và  phân bố lực đến các ô lưu 

chất bằng cách sử dụng hàm rời rạc delta được kế thừa từ phương pháp của Peskin 

[29]. Trong phương pháp này, các lực ở biên nhúng được tính toán trực tiếp bởi 

công thức sau 

 
   1n

t



 








u X u X
f X , (1.7) 

ở đây  1n

u X  là vận tốc ở biên  , có thể được mô tả hoặc từ sự kết hợp với 

lời giải kết cấu và  Xu  được nội suy từ những nút lưới xung quanh. 
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Sơ đồ hiện này được sử dụng nhiều trong các công bố vì nó có chi phí tính 

toán không cao. Tuy nhiên điều kiện biên chính xác không thể đạt được trên mặt 

phân cách nhúng cho cả vận tốc cuối cùng  1n

u X  và vận tốc trung gian  1n

u X . 

Kempe & Frohlich [58] đã cải thiện độ chính xác bằng cách thêm vào một vòng lặp 

cưỡng bức vào bước cưỡng bức biên nhúng.  

Cách tiếp cận thứ hai, được xem như phương pháp IB cưỡng bức trực tiếp ẩn 

được đề xuất bởi Su cùng cộng sự [59], lực ở biên nhúng đạt được bằng cách giải hệ 

phương trình sau 

     
   

'

1

' '

n

h h
t

 


 





 
     

 
 

xX

u X u X
x X x X x X f X  (1.8) 

Sự phân bố lực và nội suy vận tốc được kết hợp trong phương pháp IB cưỡng 

bức trực tiếp ẩn, trong khi chúng được tách ra trong phương pháp IB cưỡng bức trực 

tiếp hiện. Thuận lợi của phương pháp ẩn đó là các điều kiện biên vận tốc ở mặt 

phân cách được thỏa mãn chính xác hơn phương pháp hiện. Tuy nhiên, phương 

pháp này đòi hỏi tài nguyên tính toán lớn để giải hệ phương trình tuyến tính, điều 

đó có thể trở nên nghiêm trọng cho những bài toán với số nút biên nhúng lớn hoặc 

có nhiều vật thể nhúng trong lưu chất. Một phương pháp IB cưỡng bức trực tiếp dựa 

trên rời rạc hàm dòng với lưới mịn cục bộ cũng đã được phát triển bởi Wang & 

Zhang [60] .  

Hàm rời rạc delta là một thành phần quan trọng của cả phương pháp IB cổ 

điển và phương pháp IB cưỡng bức trực tiếp. Hàm rời rạc delta phải đảm bảo rằng 

tổng lực và moment vẫn không thay đổi khi chúng được phân bố từ biên nhúng đến 

những nút lưới lưu chất. Hàm rời rạc delta đơn giản nhất là hàm mũ hai điểm với 

chiều rộng bằng hai lần khoảng cách lưới. Một hàm bốn bước lưới trơn được đề 

xuất bởi Peskin [61], trong khi hàm rời rạc delta ba bước lưới được đề xuất bởi 

Roma cùng cộng sự [62]. Các hàm rời rạc delta trơn cũng đã được đề xuất bởi Yang 

cùng cộng sự [63], tác dụng của các hàm rời rạc delta trơn là có thể loại bỏ các dao 

động lực phi vật lý khi áp dụng cho các bài toán có biên di chuyển. 
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1.2.3. Phƣơng pháp IB chiếu (Immersed boundary projection method) 

Để áp đặt điều kiện biên không trượt một cách chính xác, Taira & Colonius 

[64] đã đề xuất phương pháp IB chiếu. Bằng cách xét lực biên là một nhân tử 

Lagrange để thỏa mãn điều kiện biên không trượt trên biên nhúng, phương pháp  

biên nhúng kết hợp hai nhân tử Lagrange cho áp suất và lực biên thành một phương 

trình Poisson hiệu chỉnh và được giải giải bằng phương pháp chiếu của Perot [65].  

Phương pháp này rất chính xác vì nó cưỡng bức điều kiện phân kỳ tự do và điều 

kiện biên không trượt một cách đồng thời trong bước chiếu. Tuy nhiên, phương 

pháp IB chiếu không đạt hiệu quả vì những lý do sau đây. Thứ nhất, một ma trận có 

kích thước lớn được tạo ra để dẫn đến phương trình Poisson hiệu chỉnh, điều này 

yêu cầu bộ nhớ của máy tính phải lớn khi giải quyết bài toán. Thứ hai, điều kiện số 

của phương trình Poisson áp suất ban đầu bị suy yếu nghiêm trọng do thuộc tính suy 

biến của các hàm nội suy và phân bố, điều này có thể dẫn đến các vấn đề về hội tụ 

[66]. Hơn nữa, đối với bài toán biên di chuyển, ma trận hệ số của phương trình 

Poisson hiệu chỉnh phải được tính lại ở mỗi bước thời gian, điều này làm gia tăng 

thời gian tính toán. 

1.2.4. Phƣơng pháp IB ô ảo (Ghost-cell immersed boundary method) 

Tseng & Ferziger [67] và Mittal cùng cộng sự [68] đã mở rộng phương pháp 

của Mohd-Yosuf [55] và Fadlun cùng cộng sự [56] thông qua một phương pháp ô 

ảo. Trong phương pháp này, ô ảo được định nghĩa ở bên trong của biên nhúng để 

mỗi ô ảo có ít nhất một điểm lân cận trong miền lưu chất như hình 1.2. Biến dòng 

chảy cục bộ sau đó được biểu diễn thông qua một đa thức (tuyến tính hoặc bậc hai) 

và giá trị ô ảo có trọng số được tính bởi giá trị các điểm lưới lân cận. 
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Hình 1.2: Phương pháp ô ảo của Mittal cùng cộng sự: (a) Xác định điểm ô ảo, điểm 

ảnh và điểm cắt biên; (b) Các ô mới được sinh ra do sự chuyển động của biên.  

 

Phương pháp IB ô ảo áp đặt điều kiện biên ở vị trí chính xác của biên nhúng, 

vì vậy nó phù hợp cho các bài toán mô phỏng ở hệ số Reynolds cao. Tuy nhiên, sự 

bất ổn định số có thể gia tăng khi điểm biên gần với các nút lưới lưu chất, nguyên 

nhân  bởi các trọng số âm lớn. Phương pháp điểm ảnh được sử dụng để khác phục 

vấn đề này trong bài báo của Tseng & Ferziger [67] và Mittal cùng cộng sự [68] 

như trình bày ở hình 1.2a. Biến dòng chảy được đánh giá ở điểm ảnh  và được 

chuyển đến ô ảo bằng phép ngoại suy. Một trường hợp khó khăn khác với phương 

pháp ô ảo được gọi là vấn đề “ô mới” [68]. Các ô mới ở trong vật rắn ở một bước 

thời gian và chuyển vào miền lưu chất ở bước thời gian tiếp theo do sự di chuyển 

của biên (xem hình 1.2b). Mittal cùng cộng sự [68] đã xử lý vấn đề này bằng việc 

nội suy vân tốc lưu chất từ các nút lân cận. Ngoài ra, việc nhận dạng các điểm cắt 

biên  khá khó khăn với các miền vật lý phức tạp trong phương pháp IB ô ảo. Các 

điểm cắt biên không đúng có thể dẫn đến việc không hội tụ của bài toán. 
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1.2.5. Phƣơng pháp IB cắt ô (Cut-cell immersed boundary method) 

Trong phương pháp IB cắt ô, các ô lưu chất bị cắt bởi biên nhúng  được xác 

định, và  đường cắt của biên với những ô này được tính toán. Kế đến, các ô cắt có 

tâm nằm bên trong lưu chất được tái tạo lại hình dáng thành những ô khác như trình 

bày ở hình 1.3. Phương pháp này giữ lại được độ chính xác không gian bậc hai và 

dẫn đến một mặt phân cách rõ nét. Ye cùng cộng sự [69] đã đề xuất phương pháp IB 

cắt ô trên một lưới đồng vị (các biến dòng chảy được định nghĩa tại cùng một vị trí) 

sử dụng rời rạc sai phân hữu hạn để bảo toàn khối lượng và động lượng. Các công 

bố về việc áp dụng phương pháp này trên lưới lệch có thể tìm thấy trong [70-72]. 

Các bài toán biên di chuyển cũng được xét trong công bố của Udaykumar [73]. Hầu 

hết các ứng dụng của phương pháp cắt ô đều tập trung vào các bài toán 2D [69, 74-

76]. Việc mở rộng phương pháp cho các bài toán ba chiều sẽ rất khó, do phương 

pháp cắt ô thường dẫn đến các ô đa giác phức tạp, điều đó dẫn đễn việc rời rạc hệ 

phương trình Navier-Stokes trên các ô này sẽ rất khó khăn [43]. 

 

Hình 1.3: Sơ đồ tái tạo lại hình dáng các ô cắt gần biên nhúng. 
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1.2.6. Phƣơng pháp mặt phân cách nhúng (Immersed interface method) 

Phương pháp mặt phân cách nhúng lần đầu tiên được giới thiệu bởi LeVeque 

& Li [77] để cải thiện độ chính xác của phương pháp IB cổ điển ở gần biên nhúng. 

Sau đó, nó được mở rộng cho hệ phương trình Stokes [78] và hệ phương trình 

Navier-Stokes [79, 80]. Phương pháp mặt phân cách nhúng có ý tưởng tương tự như 

phương pháp IB cổ điển, trong đó ảnh hưởng của mặt phân cách nhúng lên lưu chất 

xung quanh được trình bày bởi các lực trên biên.  Cho một nút lưới gần mặt phân 

cách nhúng, một sơ đồ sai phân hữu hạn chuẩn có thể sử dụng các giá trị của các nút 

lưới ở phía bên kia của mặt phân cách. Thay vì phân bố lực tại các điểm trên biên 

nhúng đến các nút lưới nền lưu chất như trong phương pháp IB cổ điển, phương 

pháp mặt phân cách nhúng đưa các điều kiện nhảy vào sơ đồ sai phân hữu hạn để 

tính ảnh hưởng của lực tại các điểm trên biên nhúng lên miền lưu chất. 

Các điều kiện nhảy cho vận tốc, áp suất và các đạo hàm pháp tuyến của 

chúng qua mặt phân cách được trình bày bởi Lai & Li [81]. Sau đó, các điều kiện 

nhảy không gian và thời gian cho dòng chảy nhớt không nén được dẫn ra một cách 

có hệ thống bởi Xu & Wang [82] và được áp dụng cho các bài toán 2D [82] và 3D 

[83].  

Các điều kiện nhảy là các hàm của lực trên biên nhúng. Với biên đàn hồi, lực 

trên biên có thể được tính dựa trên cấu trúc của biên nhúng. Với vật thể biên cứng, 

Xu & Wang [83] đã sử dụng phương pháp hồi tiếp để tính lực trên biên nhúng. 

Trong [84, 85], lực trên biên nhúng được tính bằng cách giải một hệ phương trình 

để cưỡng bức các điều kiện biên không trượt ở biên cứng.  

1.2.7. Phƣơng pháp IB trên các biến không cơ bản  

Bên cạnh các phương pháp IB giải quyết các bài toán FSI dựa trên các biến 

vận tốc và áp suất (biến cơ bản), phương pháp IB cũng đã tích hợp thành công thành 

trong các công thức trên các biến không cơ bản (biến hàm dòng và xoáy) của dòng 

chảy. Ren cùng cộng sự [86] đã trình bày phương pháp IB trong công thức hàm 

dòng-xoáy. Điều kiện biên yêu cầu đạt được bằng cách hiệu chỉnh vận tốc và xoáy. 
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Mimeau cùng cộng sự [87] đã đề xuất  một phương pháp IB phạt dựa trên lời giải 

vận tốc-xoáy cho lưu chất. Phương pháp IB dựa trên lời giải rời rạc hàm dòng cũng 

được đề xuất bởi Colonius & Taira [88] và Wang & Zhang [60]. Sự kết hợp của 

phương pháp Lattice Boltzmann và phương pháp IB đã thu được nhiều kết quả 

trong các công bố của Dupuis cùng cộng sự [89] và Favier cùng cộng sự [90]. Sơ đồ 

cưỡng bức điều kiện biên trong phương pháp này được xét trong các công bố của 

Wu & Shu [91, 92] và Wang cùng cộng sự [93]. Mặc dù khá hiệu quả nhưng các 

công thức biến không cơ bản có thể sẽ gây khó khăn trong việc áp đặt các điều kiện 

biên. Vì các biến không cơ bản được định nghĩa từ các tổ hợp đạo hàm liên quan 

đến vận tốc ( xoáy: v x u y      ;   hàm dòng: y u   , 

x v    ) nên khi giải bài toán trên các biến các biến không cơ bản, chúng ta 

phải chuyển các điều kiện biên trên biến vận tốc sang điều kiện biên trên các biến 

không cơ bản. 

1.3. Tổng quan về phƣơng pháp PGD 

Không giống như các phương pháp khác trong nhóm các phương pháp giảm 

bậc mô hình như Proper Orthogonal Decompositon [94-101], Centroidal Voronoi 

Tessellation [102, 103], … phương pháp PGD có thể xây dựng dạng tách biến của 

lời giải mà không cần biết trước về dữ liệu trước khi tính toán. Vì vậy chi phí tính 

toán và sự phức tạp của lời giải PGD cho các bài toán đa chiều được giảm một cách 

đáng kể. Gần đây, phương pháp PGD đã được áp dụng để giải quyết các bài toán kỹ 

thuật như vật liệu composite [104-108] , tối ưu hóa kết cấu [109], lưu chất [110, 

111], hóa lượng tử [112] truyền nhiệt [113, 114], phân tích độ mỏi vật liệu [115], 

mô phỏng robot [116], năng lượng hạt nhân [117]. Tổng quan về phương pháp PGD 

có thể tìm thấy trong [118, 119]. Trong nhóm các bài toán về tương tác rắn-lỏng, 

phương pháp PGD cũng đã được áp dụng trong một vài nghiên cứu gần đây như 

trong công bố  của Dumon cùng cộng sự [120] đã sử dụng phương pháp PGD kết 

hợp với phương pháp thể tích hữu hạn để giải hệ phương trình Navier-Stokes cho cả 

bài toán dòng chảy ổn định và bất ổn định ở các hệ số Reynolds khác nhau, Dumon 
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cùng cộng sự [121] cũng đã kết hợp phương pháp PGD với phương pháp phổ để 

giải bài toán dòng chảy trên một miền vuông. Tuy nhiên, những công trình nghiên 

cứu về phương pháp PGD cho các bài toán FSI vẫn còn hạn chế và chủ yếu cho các 

bài toán có miền tính toán đơn giản, thường là miền tính toán hình chữ nhật và 

không có vật cản. Khi có vât cản đưa vào bài toán thì sự tương tác giữa lưu chất và 

kết cấu sẽ trở nên rất phức tạp do lưu chất không chỉ tương tác với biên pháp tuyến 

mà còn tương tác với vật cản. Phương pháp PGD sẽ giải rất nhanh các bài toán, 

nhưng để giải quyết hiệu quả các bài toán FSI với miền tính toán phức tạp thì việc 

xử lý các vấn đề về miền tính toán cần được thực hiện trước khi sử dụng phương 

pháp PGD để giải phương trình chuyển động của lưu chất.  

1.4. Nhận xét 

Phương pháp IB là một công cụ hiệu quả để giải quyết các bài toán FSI. Tuy 

nhiên, khi giải các phương trình vi phân đạo hàm riêng, phương pháp IB được kết 

hợp với các phương pháp số truyền thống (phương pháp phần tử hữu hạn, thể tích 

hữu hạn, sai phân hữu hạn,…) đòi hỏi quá trình chia lưới phải được thực hiện trên 

toàn miền không gian (hai chiều hoặc ba chiều) của bài toán. Điều đó dẫn đến sự 

phức tạp khi xây dựng các ma trận hệ số trong việc giải các phương trình vi phân 

đạo hàm riêng. Bên cạnh đó, đối với những bài toán yêu cầu độ chính xác cao, thì 

việc chia lưới trên toàn miền không gian bài toán đòi hỏi phải được thực hiện rất 

mịn. Vì vậy, việc làm mịn lưới sẽ mất nhiều thời gian tính toán và yêu cầu phải có 

không gian bộ nhớ của máy tính phải lớn. 

Phương pháp PGD là một kỹ thuật tách biến mạnh mẽ thường được sử dụng 

cho các phương trình phi tuyến phức tạp. Phương pháp PGD có thể tách riêng các 

biến của bài toán và giải quyết độc lập nhờ đó có thể tăng tốc độ tính toán mà vẫn 

có thể giữ nguyên độ mịn của lưới. Vì vậy, phương pháp PGD có thể giải quyết các 

bài toán tương tác giữa lưu chất và kết cấu với ưu điểm vượt trội về mặt tốc độ tính 

toán và tiết kiệm bộ nhớ của máy tính. 
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Chính vì những ưu điểm và phạm vi ứng dụng rộng rãi của cả hai phương 

pháp PGD và phương pháp IB mà nghiên cứu sinh đã chọn hướng nghiên cứu phát 

triển phương pháp IB kết hợp với phương pháp PGD để giải quyết các bài toán 

dòng chảy nhớt không nén được qua vật thể biên cứng và biên đàn hồi. 

1.5. Mục tiêu nghiên cứu 

Nghiên cứu phương pháp số mô phỏng các bài toán dòng chảy nhớt không 

nén (trong trường hợp dòng chảy tầng ở hệ số Reynolds thấp) qua các vật cản biên 

cứng và biên đàn hồi được cụ thể hóa một số vấn đề như sau: 

 Ứng dụng phương pháp PGD kết hợp với phương pháp sai phân hữu hạn 

trong việc giải các phương trình vi phân đạo hàm riêng bậc cao. 

 Ứng dụng phương pháp PGD kết hợp với phương pháp sai phân hữu hạn để 

giải quyết các bài toán dòng chảy nhớt không nén với các điều kiện biên 

khác nhau. 

 Phát triển phương pháp IB kết hợp phương pháp PGD giải quyết các bài toán 

dòng chảy nhớt không nén qua vật cản biên cứng đứng yên và vật cản biên 

cứng di chuyển. 

 Phát triển phương pháp IB kết hợp phương pháp PGD giải quyết các bài toán 

dòng chảy nhớt không nén qua vật thể biên đàn hồi. 

1.6. Phạm vi nghiên cứu 

 Luận án tập trung nghiên cứu giải thuật kết hợp phương pháp IB và phương 

pháp PGD cho các bài toán trong không gian hai chiều. 

 Các bài toán tương tác rắn lỏng được khảo sát trong luận án là các bài toán 

dòng chảy nhớt không nén được với điều kiện là dòng chảy tầng (ở hệ số 

Reynolds thấp). 

1.7. Phƣơng pháp nghiên cứu 

 Nghiên cứu tài liệu, các công bố khoa học về phương pháp IB và phương 

pháp PGD. 
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 Mô hình hóa các bài toán về tương tác rắn lỏng. 

 Xây dựng chương trình mô phỏng sử dụng ngôn ngữ lập trình Matlab để 

khảo sát các bài toán. 

1.8. Tính mới của luận án 

 Phát triển phương pháp PGD với phương pháp sai phân hữu hạn để giải 

quyết các bài toán phương trình vi phân đạo hàm riêng bậc cao (phương trình 

Biharmonic, phương trình Poisson) trong không gian hai chiều và ba chiều. 

 Ứng dụng phương pháp PGD kết hợp với phương pháp sai phân hữu hạn giải 

bài toán dòng chảy nhớt không nén với các điều kiện biên khác nhau. 

 Phát triển phương pháp IB kết hợp với phương pháp PGD mô phỏng bài toán 

dòng chảy nhớt không nén qua vật thể biên cứng đứng yên và di chuyển. 

 Phát triển phương pháp IB kết hợp với phương pháp tách biến PGD mô 

phỏng bài toán dòng chảy nhớt không nén qua vật thể biên đàn hồi. 

1.9. Bố cục luận án 

Cấu trúc của luận án được trình bày như sau : 

Chương 2 : Phương pháp PGD cho bài toán phương trình vi phân đạo hàm 

riêng. Trong chương này, luận án sẽ giới thiệu khái quát về cơ sở lý thuyết của 

phương pháp PGD. Sau đó, phương pháp được áp dụng để giải các phương trình vi 

phân đạo hàm riêng trong không gian hai chiều và ba chiều. Các kết quả tính toán 

các phương trình Poisson và phương trình Biharmonic trong không gian hai chiều 

và ba chiều cũng được trình bày ở chương này. 

Chương 3: Phương pháp PGD cho bài toán dòng chảy nhớt không nén. 

Trong chương này, phương pháp PGD được đề xuất để giải các bài toán về dòng 

chảy nhớt không nén. Các bước giải hệ phương trình Navier-Stokes được bằng 

phương pháp chiếu được trình bày, sau đó phương pháp PGD được áp dụng để giải 

các phương trình vi phân đạo hàm riêng để tìm áp suất của lưu chất. Các kết quả mô 
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phỏng dòng chảy nhớt không nén với các điều kiện biên và miền tính toán khác 

nhau cũng được trình bày ở  chương này. 

Chương 4 : Phương pháp biên nhúng kết hợp với phương pháp PGD cho bài 

toán dòng chảy nhớt không nén qua vật cản biên cứng. Trong chương này, luận án 

trình bày giải thuật cho bài toán dòng chảy nhớt không nén được qua vật thể biên 

cứng. Các bước giải hệ phương trình Navier – Stokes bằng phương pháp chiếu sẽ 

được mô tả, bên cạnh đó việc xác định lực cưỡng bức, rời rạc không gian trên lưới 

so le và xấp xỉ các toán tử vi phân bằng phương pháp sai phân hữu hạn cũng được 

trình bày. Cuối cùng là kết quả mô phỏng số của các bài toán cụ thể. 

Chương 5 : Phương pháp biên nhúng kết hợp với phương pháp PGD cho bài 

toán dòng chảy nhớt không nén qua vật thể biên đàn hồi. Trong chương này, luận án 

trình bày giải thuật cho bài toán dòng chảy nhớt không nén được qua vật thể biên 

đàn hồi. Cuối cùng là kết quả mô phỏng số của các bài toán cụ thể. 

Chương 6: Kết luận và kiến nghị. 
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Chƣơng 2 

PHƢƠNG PHÁP PGD CHO BÀI TOÁN PHƢƠNG 

TRÌNH VI PHÂN ĐẠO HÀM RIÊNG 

 

2.1. Giới thiệu  

Nhiều mô hình bài toán thường gặp trong khoa học và kỹ thuật thường được 

định nghĩa trong không gian đa chiều, điều đó làm cho vấn đề chiều thứ nguyên trở 

nên cực kỳ phức tạp khi áp dụng kỹ thuật chia lưới rời rạc thông thường. Hơn nữa 

các mô hình theo tiêu chuẩn có thể trở thành đa chiều khi các thông số thay đổi.  

Khi giải các bài toán trên không gian đa chiều bằng các phương pháp số 

truyền thống (phương pháp phần tử hữu hạn, phương pháp thể tích hữu hạn hoặc 

phương pháp sai phân hữu hạn …) thì số bậc tự do sẽ tỉ lệ theo hàm mũ với số chiều 

của bài toán. Giả sử chúng ta tìm kiếm lời giải  , ,u x y z  của bài toán bất kỳ được 

định nghĩa trên không gian ba chiều 
x y z   , nếu trên mỗi chiều không 

gian chúng ta chia 100 nút lưới thì tổng số bậc tự do của bài toán sẽ là 
610  và đây là 

một con số không nhỏ. Vấn đề sẽ càng trở nên nghiêm trọng khi số nút lưới trên 

mỗi chiều không gian tăng lên. 

Để khắc phục khó khăn của các phương pháp số truyền thống khi giải các bài 

toán đa chiều, đã có nhiều phương pháp ra đời. Trong đó, phải kể đến một lớp các 

phương pháp rất hiệu quả trong việc giải quyết các bài toán trên không gian đa 

chiều đó là các phương pháp giảm bậc mô hình. Các phương pháp này thường giả 

sử một cách tổng quát rằng lời giải u  của một bài toán vật lý có thể được xấp xỉ ở 

dạng sau 

       
1

, ,
n

n k k

k

u t u t a t


  x x x  (2.1) 
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ở đây x  là một vector tọa độ hai chiều hoặc ba chiều và  k x là một cơ sở 

giản lược chiều thấp. n  là kích thước cơ sở giản lược mà thường nhỏ hơn nhiều so 

với kích thước toàn lưới của lời giải rời rạc truyền thống. Các hệ số thời gian  ka t  

là lời giải của hệ bậc thấp đạt được bằng phép chiếu phương trình ban đầu của bài 

toán trên cơ sở này. 

Có nhiều cơ sở giản lượt khác nhau đã được sử dụng để giảm bậc mô hình 

như cơ sở Lagrange, Hermit, Taylor hoặc Pproper orthogonal decomposition 

(POD). Trong những năm gần đây, một phương pháp giảm bậc mô hình khá phổ 

biến và hiệu quả đã được phát triển và áp dụng trong nhiều lĩnh vực, đó là phương 

pháp PGD. Phương pháp PGD là phương pháp giảm bậc mô hình dựa trên cơ sở 

tách biến, lời giải  1 2, ,..., Nu x x x của bài toán được tìm ở dạng sau 

         1 2 1 1 2 2

1 11

, ,...,
Q QN

N ki k i i Ni N

i ik

u x x x F x F x F x F x
 

     (2.2) 

với ix  có thể là biến vô hướng hoặc vector liên quan đến không gian, thời 

gian hoặc thông số bất kỳ khác của bài toán. Vì vậy, nếu M  bậc tự do được sử 

dụng để rời rạc mỗi biến thì tổng số ẩn liên quan đến lời giải là Q N M   thay vì 

NM  bậc tự do như trong các kỹ thuật rời rạc truyền thống. 

2.2. Phƣơng pháp PGD cho phƣơng trình vi phân đạo hàm riêng  

2.2.1. Cơ sở lý thuyết của phƣơng pháp PGD 

Trong phần này sẽ trình bày về cơ sở lý thuyết của phương pháp PGD [120], 

để mô tả một cách rõ ràng mà không làm mất tính tổng quát, phương pháp PGD sẽ 

được minh họa trong không gian 2D. Xét bài toán như sau 

( )L U g  trong miền 
x y    , (2.3) 

với điều kiện biên được cho trước.  
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Mục tiêu của chúng ta là tìm lời giải xấp xỉ của bài toán 

2( , )U x y X Y R     với x X R   và y Y R   như sau 

1

( , ) ( ) ( )
n

i i

i

U x y F x G y


   (2.4) 

Giả sử 1n  hàm ( )iF x  và ( )iG y  đầu tiên  đã biết và hàm nF  và 
nG  cần 

được tìm, khi đó 

 
1

1

, ( ) ( ) ( ) ( )
n

i i n n

i

U x y F x G y F x G y




     (2.5) 

Thay phương trình (2.5) vào phương trình (2.3) ta được: 

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) e
n

i i n n n

i

L F x G y F x G y g r




 
     

 
  (2.6) 

ở đây 
nre  là sai số thặng dư của lời giải xấp xỉ. Để xác định nF  và 

nG , 

phương trình (2.6) lần lượt được chiếu lên chiều của nF  và 
nG  như sau 

2 2

2

1

( ) ( )
1 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) , , e ,
n

i i n n n n n n

L X L X
i L X

L F x G y F x G y F g F r F




 
     

 
   

 (2.7) 

và 

2

1

1 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,
n

i i n n n

i L Y

L F x G y F x G y G




 
   

 
 2 2( ) ( )

, e ,n n n

L Y L Y
g G r G    

 (2.8) 

ở đây 2 ( )
.,.

L X
 và 2 ( )

.,.
L Y

 ) là tích vô hướng trên 2L  trong chiều trục x  và 

trục y  tương ứng. Với phương pháp này, sai số thặng dư phải trực giao với các 

hàm nF  và 
nG , vì vậy 
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2

1

1 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,
n

i i n n n

i L X

L F x G y F x G y F




 
   

 
 2 ( )

, n

L X
g F  (2.9) 

và  

2

1

1 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,
n

i i n n n

i L Y

L F x G y F x G y G




 
   

 
 2 ( )

, n

L Y
g G  (2.10) 

Để đạt được các hàm nF  và 
nG , các phương trình (2.9) và (2.10) phải được 

giải đồng thời bằng cách áp dụng giải thuật lặp luân phiên cho đến khi kết quả của 

bài toán hội tụ. 

2.2.2. Phƣơng pháp PGD cho phƣơng trình vi phân đạo hàm riêng      

bậc cao 

Trong phần này, chúng ta sẽ minh họa rõ nét hơn cơ sở lý thuyết ở phần trên 

bằng cách áp dụng phương pháp PGD cho các phương trình vi phân đạo hàm riêng 

bậc cao. 

2.2.2.1. Phƣơng trình Poisson  

Xét phương trình Poisson trong không gian 3D như sau 

 
2 2 2

2 2 2
, ,

u u u
f x y z

x y z

  
  

  
, (2.11) 

 trong miền 
x y z    . 

Giả sử lời giải của bài toán được trình bày ở dạng tách biến như sau 

       , ,
N

i i i

i

u x y z X x Y y Z z    (2.12) 

Quá trình giải phương trình (2.11) là một quá trình lặp. Lời giải ở bước lặp 

 1n   là tổng của các tích của các hàm một biến 
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             1

1

, ,
n

n

i i i

i

u x y z X x Y y Z z R x S y T z



      , (2.13) 

ở đây    1nR x X x ,    1nS y Y y  and    1nT z Z z  

Đưa phương trình (2.11) về dạng yếu, ta được 

 
2 2 2

*

2 2 2
, , 0

x y z

u u u
u f x y z

x y z
  

   
    

   
  (2.14) 

ở đây 
*u  là hàm trọng số được định nghĩa như sau 

                 * * * *u R x S y T z R x S y T z R x S y T z         . (2.15) 

Thay phương trình (2.13) và (2.15) vào phương trình (2.14), ta được 

 

 

2
* * *

2

2 2

2 2

2
* * *

1

2 2

2 2
1 1

x y z

x y z

n
i

i ix
i

n n
i i

i i i i

i i

d R
R S T R S T R S T S T

dx

d S d T
R T R S dxdydz

dy dz

d X
R S T R S T R S T f Y Z

dx

d Y d Z
X Z X Y dxdydz

dy dz

  

  

 


         




      



           


      







 

 (2.16) 

Bước 1: Tìm hàm  R x   

Giả sử  S y  và  T z  đã biết, khi đó  * 0S y   và  * 0T z 
 

2 2 2
*

2 2 2

2 2
*

2
1 1

2

2
1

x y z

x y z

n n
i i

i i i ix
i i

n
i

i i

i

d R d S d T
R S T S T R T R S dxdydz

dx dy dz

d X d Y
R S T f Y Z X Z

dx dy

d Z
X Y dxdydz

dz

  

   



 
          

 


        




   





 



 (2.17) 
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Nhóm các thành phần trong dấu tích phân ở phương trình (2.17) theo từng 

biến, ta được 

     

2 2 2
* 2 2 2 2

2 2 2

2
*

2
1

2

2
1 1

          

x y z y z y z

x y z y z

y z y

n
i

i i

i

n n
i

i i i

i i

d R d S d T
R S dy T dz R S dy T dz R S dy T dz dx

dx dy dz

d X
R fx x S fy y dy T fz z dz S Y dy T Z dz

dx

d Y
X S dy T Z dz X S Ydy

dy

      

    

   

 
    
 
 


     



    

      

    

   
2

2

z

id Z
T dz dx

dz









  

 (2.18)  

Thu gọn phương trình (2.18), ta được 

   

     

2
*

2

2
*

2
1 1 1

x

i i i i i i

x

y z y z y z

n n n
i

fx y z i y z i y z

i i i

d R
R a a b a a b R dx

dx

d X
R a a a X b a X a b dx

dx



  

 
  

 

 
    

 



  

 (2.19)  

ở đây   

     

2
2

2

2
2

2

2

2

2

2

, , 

, ,

, 

, ,

, 

y y

z z

y z

i i

y y

i i

z z

y y

z z

fx

i
y i y

i
z i z

d S
a S dy b S dy

dy

d T
a T dz b T dz

dz

a fx x S fy y dy T fz z dz

d Y
a S Y dy b S dy

dy

d Z
a T Z dz b T dz

dz

 

 

 

 

 

  

  

  

   

   

 

 

 

 

 

 

 Đồng nhất các hệ số ở hai vế phương trình của phương trình (2.19), ta được 

dạng mạnh của phương trình như sau 
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22

2 2
1

1 1

                                                   

i i

i i i i

n
i

y z y z y z x y z

i

n n

i y z i y z

i i

d Xd R
a a b a a b R af a a

dx dx

X b a X a b



 

   

 



 

 (2.20) 

Bƣớc 2: Tìm hàm  S y   

Từ hàm  R x  vừa tìm được ở bước 1 và giả sử hàm  T z  đã biết, khi đó 

 * 0R x   và  * 0T z  , phương trình (2.16) trở thành 

2 2 2
*

2 2 2

2 2
*

2
1 1

2

2
1

x y z

x y z

n n
i i

i i i ix
i i

n
i

i i

i

d R d S d T
R S T S T R T R S dxdydz

dx dy dz

d X d Y
R S T f Y Z X Z

dx dy

d Z
X Y dxdydz

dz

  

   



 
          

 


        




   





 



 (2.21) 

Vì các hàm theo biến x  và z  đã biết, vì vậy phương trình (2.21) có thể rút 

gọn như sau 

   

     

2
*

2

2
*

2
1 1 1

y

i i i i i i

y

x z x z x z

n n n
i

fy x z i x z i x z

i i i

d S
S a a b a a b S dy

dy

d Y
S a a a Y b a Y a b dy

dy



  

 
  

 

 
    

 



  

 (2.22) 

ở đây  
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2
2

2

2
2

2

2

2

2

2

, , 

, ,

, 

, ,

, 

x x

z z

x z

i i

x x

i i

z z

x x

z z

fy

i
x i x

i
z i z

d R
a R dx b R dx

dx

d T
a T dz b T dz

dz

a fy y R fx x dx T fz z dz

d X
a R X dx b R dx

dx

d Z
a T Z dz b T dz

dz

 

 

 

 

 

  

  

  

   

   

 

 

 

 

 

 

Phương trình (2.22) có thể đưa về dạng mạnh như sau 

     

   

22

2 2
1

1 1

                                                    

i i

i i i i

n
i

x z x z x z fy x z

i

n n

i x z i x z

i i

d Yd S
a a b a a b S a a a

dy dy

Y b a Y a b



 

   

 



 
 (2.23) 

Bƣớc 3: tìm hàm  T z   

Từ hàm  R x  và  S y  đã tính ở bước 1 và bước 2, khi đó 
* 0R   và 

* 0S  , phương trình (2.16) trở thành 

2 2 2
*

2 2 2

2
*

1

2 2

2 2
1 1

                                 

x y z

x y z

n
i

i ix
i

n n
i i

i i i i

i i

d R d S d T
R S T S T R T R S dxdydz

dx dy dz

d X
R S T f Y Z

dx

d Y d Z
X Z X Y dxdydz

dy dz

  

  

 

 
          

 


     




      







 

 (2.24)  

Vì các hàm theo biến x  và y  đã biết, vì vậy phương trình (2.24) có thể rút 

gọn như sau 
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2
*

2

2
*

2
1 1 1

z

i i i i i i

z

x y x y x y

n n n
i

fz x y i x z i x y

i i i

d T
T a a b a a b T dz

dz

d T
T a a a T b a T a b dz

dz



  

 
  

 

 
    

 



  

 (2.25) 

ở đây 

     

2
2

2

2
2

2

2

2

2

2

, , 

, , 

, 

, ,

, 

x x

y y

x y

i i

x x

i i

y y

x x

y y

fz

i
x i x

i
y i y

d R
a R dx b R dx

dx

d S
a S dy b S dy

dy

a fz z R fx x dx S fy y dy

d X
a R X dx b R dx

dx

d Y
a S Y dy b S dy

dy

 

 

 

 

 

  

  

  

   

   

 

 

 

 

 

 

Phương trình (2.25) được đưa về dạng mạnh như sau 
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2 2
1

1 1

                                                     

i i

i i i i

n
i

x y x y x y fz x y

i

n n

i x y i x y

i i

d Td T
a a b a a b T a a a

dz dz

T b a T a b



 

   

 



 

 (2.26) 

Các bước giải để tìm  R x ,  S y và  T z  được lặp cho đến khi kết quả hội 

tụ. Nếu kí hiệu 
   q

R x  và 
   1q

R x


 là hàm  R x  đã được tính ở bước lặp hiện tại 

và bước lặp trước, tương tự với
   q

S y  và 
   1q

S y


 và 
   q

T z  và 
   1q

T z


, tiêu 

chuẩn dừng được chọn như sau 

                       1 1 1q q q q q q

RSTe R x S y T z R x S y T z 
  

       , (2.27) 

ở đây RST  là hằng số được chọn đủ bé để đảm bảo độ chính xác. 
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Sau khi các bước lặp tìm  R x ,  S y  và  T z  hội tụ, chúng ta xác định 

được    1nX x R x  ,    1nY y S y   và    1nT z T z  . Quá trình tìm các hàm 

      , ,i i iX x Y y Z z  phải được tiếp tục cho đến khi đạt được sự hội tụ toàn cục 

của bài toán ở bước lặp thứ N , khi đó nghiệm xấp xỉ của bài toán được tính như 

sau 

       
1

, ,
N

i i i

i

u x y z X x Y y Z z


   . (2.28) 

Điều kiện dừng toàn cục của bài toán được tính như sau 

 
2 2 2

2 2 2

2

, , u

u u u
E f x y z

x y z


  
    

  
, (2.29) 

ở đây u  là một hằng số được chọn đủ nhỏ. Chúng ta cũng có thể sử dụng 

điều kiện dừng toàn cục bằng cách sử dụng công thức sau 

   

   

2

1 2

n n

un

i i

i

X x Y y
E

X x Y y






 


. (2.30) 

2.2.2.2. Phƣơng trình Biharmonic  

Xét phương trình Biharmonic trong không gian ba chiều như sau 

 
4 4 4 4 4 4

4 4 4 2 2 2 2 2 2
2 2 2 , ,

u u u u u u
f x y z

x y z x y y z z x

     
     

        
 (2.31)  

trong miền 
x y z   . 

Mục tiêu của chúng ta là áp dụng phương pháp PGD để tìm N  các hàm số 

      , , ,  1,...,
i i i

X x Y y Z z i N  để mỗi hàm  iX x ,  iY y  và  iZ z  được định 

nghĩa trên miền 1D. Khi đó, lời giải của của phương trình trong không gian 3D 

được trình bày dưới dạng như sau 
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       , ,
N

i i i

i

u x y z X x Y y Z z   . (2.32)  

Giả sử lời giải ở bước lặp thứ n  đã biết, chúng ta cần tìm lời giải ở bước lặp 

thứ 1n  

             1

1

, ,
n

n

i i i

i

u x y z X x Y y Z z R x S y T z



      , (2.33)  

ở đây    1nR x X x ,    1nS y Y y  và    1nT z Z z  

Phương trình (2.31) được đưa về dạng yếu như sau 

 
4 4 4 4 4 4

*

4 4 4 2 2 2 2 2 2
2 2 2 , , 0

x y z

u u u u u u
u f x y z

x y z x y y z z x
  

      
       

         


, (2.34)  

ở đây 
*u  là hàm trọng số và được định nghĩa như sau  

                 * * * *u R x S y T z R x S y T z R x S y T z         . (2.35)  

Để tìm các hàm  R x ,  S y  và  T z , một giải thuật lặp cố định luân phiên 

được áp dụng, gồm các bước như sau 

Bước 1: Tìm  R x   

Giả sử  S y  và  T z  đã biết, khi đó  * 0S y   và  * 0T z  . Khi đó, hàm 

 R x  được tìm bằng cách giải phương trình sau 

     

   

 

4 2

4 2

4 2

4 2
1 1

1

2 2 2

2

                                       2

i i i i i i

i i i i i i

y z y z y z y z y z y z

n n
i i

x y z y z y z

i i

n

i y z y z y z

i

d R d R
a a b a a b c a a c b b R

dx dx

d X d X
af a a b a a b

dx dx

X c a a c b b

 



    

   

  

 



 (2.36) 
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ở đây 

     

2 4
2

2 4

2 4
2

2 4

2 4

2 4

2

2

, , 

, , 

, , 

, 

y y y

z z z

y z

i i i

y y y

i i

z

y y y

z z z

x

i i
y i y y

i
z i z

d S d S
a S dy b S dy c S dy

dy dy

d T d T
a T dz b T dz c T dz

dz dz

af fx x S fy y dy T fz z dz

d Y d Y
a S Y dy b S dy c S dy

dy dy

d Z
a T Z dz b T

dz

  

  

 

  



    

    

  

     

   

  

  

 

  


4

4
, 

i

z z

i
z

d Z
dz c T dz

dz
 

  

.  

Bước 2: tìm hàm  S y  

Từ hàm  R x  vừa tìm được ở bước 1 và giả sử hàm  T z  đã biết, khi đó 

hàm  S x  sẽ tìm được từ phương trình 

     

   

 

4 2

4 2

4 2

4 2
1 1

1

2 2 2

2

                                     2

i i i i i i

i i i i i i

x z x z x z x z x z x z

n n
i i

y x z x z x z

i i

n

i x z x z x z

i

d S d S
a a b a a b c a a c b b S

dy dy

d Y d Y
af a a b a a b

dy dy

Y c a a c b b

 



    

   

  

 



, (2.37)  
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ở đây 

     

2 4
2

2 4

2 4
2

2 4

2 4

2 4

2

2

, , 

, , 

, , 

, 

x x x

z z z

x z

i i i

x x x

i i

z

x x x

z z z

y

i i
x i x x

i
z i z

d R d R
a R dx b R dx c R dx

dx dx

d T d T
a T dz b T dz c T dz

dz dz

af fy y R fx x dx T fz z dz

d X d X
a R X dx b R dx c R dx

dx dx

d Z
a T Z dz b T

dz

  

  

 

  



    

    

  

     

   

  

  

 

  


4

4
, 

i

z z

i
z

d Z
dz c T dz

dz
 

  

.  

Bước 3: tìm hàm  T z  

Với  R x  và  S y  vừa tìm được ở hai bước trên, khi đó hàm  T z  sẽ được 

tìm bằng cách giải phương trình sau 

     

   

 

4 2

4 2

4 2

4 2
1 1

1

2 2 2

2

                                      2

i i i i i i

i i i i i i

x y x y x y x y x y x y

n n
i i

z x y x y x y

i i

n

i x y x y x y

i

d T d T
a a b a a b c a a c b b T

dz dz

d Z d T
af a a b a a b

dz dz

T c a a c b b

 



    

   

  

 



, (2.38)  
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ở đây 

     

2 4
2

2 4

2 4
2

2 4

2 4

2 4

2

2

, , 

, , 

, , 

, 

x x x

y y y

x y

i i i

x x x

i i

y

x x x

y y y

z

i i
x i x x

i
y i y

d R d R
a R dx b R dx c R dx

dx dx

d S d S
a S dy b S dy c S dy

dy dy

af fz z R fx x dx S fy y dy

d X d X
a R X dx b R dx c R dx

dx dx

d Y
a S Y dy b S

dy

  

  

 

  



    

    

  

     

   

  

  

 

  


4

4
, 

i

y y

i
y

d Y
dy c S dy

dy
 

  

.  

Các bước giải để tìm  R x ,  S y và  T z  được lặp cho đến khi kết quả hội 

tụ. Nếu kí hiệu 
   q

R x  và 
   1q

R x


 là hàm  R x  đã được tính ở bước lặp hiện tại 

và bước lặp trước, tương tự với
   q

S y  và 
   1q

S y


 và 
   q

T z  và 
   1q

T z


, tiêu 

chuẩn dừng được chọn như sau 

                       1 1 1q q q q q q

RSTe R x S y T z R x S y T z 
  

       , (2.39)  

ở đây RST  là hằng số được chọn đủ bé để đảm bảo độ chính xác. 

Sau khi các bước lặp tìm  R x ,  S y  và  T z  hội tụ, chúng ta xác định 

được    1nX x R x  ,    1nY y S y   và    1nT z T z  . Quá trình tìm các hàm 

      , ,i i iX x Y y Z z  phải được tiếp tục cho đến khi đạt được sự hội tụ toàn cục 

của bài toán ở bước lặp thứ N , khi đó nghiệm xấp xỉ của bài toán được tính như 

sau 

       
1

, ,
N

i i i

i

u x y z X x Y y Z z


   . (2.40) 
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Điều kiện dừng toàn cục của bài toán được tính như sau 

 
4 4 4 4 4 4

4 4 4 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 , , u

u u u u u u
E f x y z

x y z x y y z z x


     
       

        
  

 (2.41) 

ở đây u  là một hằng số được chọn đủ nhỏ. Chúng ta cũng có thể sử dụng 

điều kiện dừng toàn cục bằng cách sử dụng công thức sau 

   

   

2

1 2

n n

un

i i

i

X x Y y
E

X x Y y






 


. (2.42) 

2.2.3. Sơ đồ sai phân hữu hạn cho phƣơng trình vi phân một chiều 

Như đã trình bày ở các mục trên, sau khi áp dụng phương pháp PGD, việc 

giải các phương trình vi phân đạo hàm riêng trong không gian hai chiều hoặc ba 

chiều sẽ được đưa về việc giải chuỗi các phương trình vi phân một chiều. Việc giải 

các phương trình vi phân một chiều sẽ được thực hiện dễ dàng bằng các phương 

pháp rời rạc thông thường như phần tử hữu hạn, thể tích hữu hạn, phương pháp 

meshfree, … Trong phần này, chúng ta sẽ trình bày phương pháp sai phân hữu hạn 

trong việc rời rạc và giải các phương trình vi phân một chiều. 

Xét lưới một chiều gồm N  điểm lưới với bước lưới đều 1i ih x x   như sau 

1 2 1 1 1i i i N Nx x x x x x x            . 

Giả sử  f x  là một hàm bất kỳ, khi đó đạo hàm bậc nhất của hàm f  với độ 

chính xác bậc bốn tại điểm ix  được cho như sau 
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2 1 1 2
' 4

1 2 3 4
' 4

1 2 3 4
' 4

1 2 2 1

12 3 3 12 ,  3,4,..., 2

25 4 1
4 3

12 3 4 , 1,2

25 4 1
4 3

12 3 4 , 1,

i i i i

i

i i i i i

i

i i i i i

i

f f f f

f O h i N
h

f f f f f

f O h i
h

f f f f f

f O h i N N
h

   

   

   


  

   



    
  




   
   




 (2.43)  

Đạo hàm bậc hai của hàm f  với độ chính xác bậc bốn tại điểm ix  được tính 

bằng công thức sau 

 

 

2 1 1 2
"

2

4

1 2 3 4 5
"

4

1 4 5 4 1

12 3 2 3 12

    ,  3,4,..., 2

15 77 107 61 5
13

4 6 6 12 6

    , 1,2, 1,

i i i i i

i

i i i i i i

i

f f f f f

f
h

O h i N

f f f f f f

f
h

O h i N N

   

    


    



   

     
 



  

 (2.44) 

Tương tự, đạo hàm bậc bốn của hàm f  với độ chính xác bậc bốn tại các 

điểm biên và các điểm bên trong được tính bởi công thức sau 

 

 

3 2 1 1 2 3
''''

4

4

1 2 3 4 5 6 7
''''

4

4

1 13 28 13 1
2 2

6 2 3 2 6

     , 4,5,..., 3

28 111 1219 185 82 7
142 176

3 2 6 2 3 2

    , 1,2,3, 2, 1,

i i i i i i i

i

i i i i i i i i

i

f f f f f f f

f
h

O h i N

f f f f f f f f

f
h

O h i N N N

     

      


      



   

       
 



   

 (2.45) 
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Sau khi các đạo hàm được rời rạc trên lưới sai phân sẽ được thay vào các 

phương trình vi phân một chiều để giải. 

2.3.4. Ví dụ minh họa 

Để kiểm chứng khả năng của phương pháp đã đề xuất, một số bài toán 

phương trình vi phân đạo hàm riêng trong không gian hai chiều và ba chiều sẽ được 

giải với phương pháp PGD. Để đánh giá hiệu quả của phương pháp đề xuất, các sai 

số của biến bất kỳ u  theo chuẩn 2L  và L  được định nghĩa như sau 

 
2

ef

, ,2
1 1

1 yx
nn

r

u i j i j

i jx y

e u u
n n  

 


  (2.46) 

ef

, ,ax r

u i j i je m u u

   (2.47) 

ở đây 
ef

,

r

i ju  có thể là lời giải chính xác của bài toán hoặc lời giải ở bước lưới 

đủ mịn đối với các bài toán không có lời giải chính xác tại điểm  ,i jx y .  

Nếu ký hiệu 1ue  và 2ue  lần lượt là sai số của bài toán tương ứng với số điểm 

lưới 1N  và 2N  thì bậc hội tụ sẽ được đánh giá bởi công thức sau 

 

 

 2

1 2

/

2 1

log
Or

log

u u

L L

e e
der

N N
  (2.48) 

hoặc 

 

 

 2

1 2

/

1 2

log
Or

log

u u

L L

e e
der

h h
  (2.49) 

ở đây 1h  và 2h  lần lượt là bước lưới tương ứng với số điểm lưới 1N  và 2N . 

Các chương trình tính toán trong luận án được thực hiện với phần mềm 

Matlab phiên bản 2016a trên máy tính với cấu hình Corei7-3632QM CPU 2.20 

GHz. 

Bài toán 1: Xét phương trình Poisson trong miền chữ nhật hai chiều  như sau 
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2 2

2

2 2
-8π sin 2πx cos 2πy

u u

x y

 
 

 
  (2.50) 

trong miền    0,1 0,1x y     

Lời giải chính xác của bài toán được cho như sau 

   ex sin 2πx cos 2πyu   (2.51) 

Ở đây chúng ta sẽ áp dụng phương pháp PGD để tìm lời giải của bài toán. 

Các hàm chưa biết  iX x  và  iY y  được tìm thông qua việc giải các phương trình 

vi phân một chiều bằng phương pháp sai phân hữu hạn. 

Hình 2.1 trình bày lời giải của bài toán bằng phương pháp PGD. Thời gian 

tính toán và sai số của bài toán cũng được trình bày trong bảng 2.1. Chúng ta thấy 

rằng  phương pháp PGD có tốc độ tính toán vượt trội, cũng như sai số của bài toán 

tương đối bé so với lời giải chính xác.  
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Hình 2.1: Lời giải PGD của phương trình (2.50) với 100 điểm lưới trên mỗi chiều. 

 

Bảng 2.1: Sai số và thời gian tính toán của lời giải PGD cho phương trình (2.50). 

Số điểm lưới 

trên mỗi chiều 

Thời gian 

tính toán (s) 
ue


 

2ue  

20n   0.0774 0.0011 0.0021 

40n   0.0812 51.33 10  
52.20 10  

60n   0.0847 61.22 10  
62.01 10  

80n   0.0873 72.82 10  
75.08 10  

100n   0.0886 71.01 10  
71.91 10  

 

 

 



36 

 

Bài toán 2: Xét phương trình Poisson trong không gian ba chiều như sau: 

     
2 2 2

2 2 2
sin sin sin

u u u
x y z

x y z
  

  
  

  
  (2.52) 

trong miền      0,1 0,1 0,1x y z       

Lời giải chính xác của bài toán được cho như sau 

     ex 2

1
sin sin sin

3
u x y z  




  (2.53) 

Hình 2.2 trình bày lời giải của bài toán được cho ở phương trình (2.52) bằng 

phương pháp PGD. Giá trị tuyệt đối sai số của lời giải bằng phương pháp PGD với 

lời giải chính xác được trình bày ở hình 2.3. Thời gian tính toán và sai số của bài 

toán cũng được trình bày trong bảng 2.2. Từ kết quả ở bảng 2.2 cho thấy sai số ở 

bước lưới 16n   của phương pháp PGD có sự tương đồng rất tốt với các kết quả 

của Ghasemi [122] và Shi cùng cộng sự [123]. Tuy nhiên, khi tăng số điểm lên 

32n   thì phương pháp PGD có sai số nhỏ hơn và có tốc độ tính toán vượt trội so 

với các phương pháp đề xuất ở [122, 123]. 
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Hình 2.2: Lời giải PGD của phương trình (2.52) với 64 điểm lưới trên mỗi chiều. 
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Hình 2.3: Sai số exPGDu u  của lời giải PGD cho phương trình (2.52)  

với 64 điểm lưới trên mỗi chiều. 
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Bảng 2.2: Thời gian tính toán và sai số của lời giải PGD cho phương trình (2.52). 

Số điểm lưới 

trên mỗi chiều 

Tác giả Thời gian 

tính toán (s) 
ue


 

16n   Ghasemi [122] 8.47 62.69 10  

 Shi và cộng sự [123] 0.36 41.34 10  

 Luận án 0.090 63.23 10  

    

32n   Ghasemi [122] 127 76.73 10  

 Shi và cộng sự [123] 3.68 53.55 10  

 Luận án 0.092 85.58 10  

    

64n   Luận án 0.095 92.334 10  

 

Bài toán 3: 

Xét tấm hình chữ nhật  0 1, 0 1x y     có phương trình vi phân chủ đạo 

như sau 

 
4 4 4

4 2 2 4

w w w
2 ,f x y

x x y y

  
  

   
 (2.54) 

 Vế phải của phương trình (2.54) được cho như sau 

     , sin sin
q

f x y x y
D

  . (2.55) 

Trong trường hợp tấm có điều kiện biên là gối tựa đơn ở cả bốn cạnh như sau 

2

2

w
w 0, 0

x


 


 tại 0x   và 1x  , (2.56) 

2

2

w
w 0, 0

y


 


 tại 0y   và 1y  , (2.57) 
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khi đó lời giải chính xác của bài toán là 

   ex 4
w sin sin

4

q
x y

D
 


 . (2.58) 

Phương pháp PGD được áp dụng cho bài toán với các thông số mô phỏng 

như sau: 1p   , 1092000 MPaE  , 0.01h  , 0.3  . Miền tính toán được rời rạc 

với lưới 100  cho mỗi chiều trục x  và y . Hình 2.4 trình bày lời giải PGD cho độ 

võng của tấm mỏng với điều kiện biên gối tựa đơn ở cả bốn cạnh của tấm. Thời gian 

tính toán và sai số cực đại của bài toán được trình bày ở bảng 2.3. 

 
Hình 2.4: Lời giải PGD cho tấm mỏng với điều kiện biên gối tựa đơn ở bốn cạnh 

của tấm với 100 điểm lưới trên mỗi chiều. 
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Bảng 2.3: Thời gian tính toán và sai số của lời giải PGD cho bài toán bài toán tấm 

mỏng chịu uốn với điều kiện biên gối tựa đơn ở bốn cạnh của tấm. 

Số điểm lưới 

trên mỗi chiều 

Thời gian 

 tính toán (s) 
w 2

e  we


 

20n   0.379 51.22 10  
52.18 10  

40n   0.412 71.39 10  
72.51 10  

60n   0.416 82.76 10  
85.31 10  

80n   0.483 94.43 10  
81.02 10  

100n   0.545 93.25 10  
96.47 10  

 

Bài toán 4:  

Xét tấm hình chữ nhật  0 1, 0 1x y     có phương trình vi phân chủ đạo 

như sau 

 
4 4 4

4 2 2 4

w w w
2 ,f x y

x x y y

  
  

   
 (2.59) 

Trong trường hợp tấm bị ngàm ở cả bốn cạnh, ta có điều kiện biên tương ứng 

như sau 

w
w 0, 0

x


 


 tại 0x   và 1x  , (2.60) 

w
w 0, 0

y


 


. (2.61) 

Các thông số mô phỏng được cho tương tự như trường hợp ở bài toán 3, vế 

phải của phương trình vi phân chủ đạo được cho như sau 
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22 2 4

2 2 2 2 2 2

2 4 2 2

, 56400 10 15

           18800 6 20 15 6 20 15

          56400 10 15

q
f x y a ax x b y y

D

q
x a ax x y b by y

D

q
a x x b by y

D

   

    

   

, (2.62) 

với điều kiện biên bị ngàm ở bốn cạnh lời giải chính xác của bài toán là 

   
2 24 4

exw 2350
q

x x a y y b
D

   . (2.63) 

Hình 2.5 trình bày lời giải PGD cho độ võng của tấm với điều kiện biên 

ngàm chặt ở cả bốn cạnh của tấm. Kết quả về thời gian tính toán và sai sai số của 

bài toán khi giải bằng phương pháp PGD được trình bày như trong bảng 2.4. 

 

Hình 2.5: Lời giải PGD cho tấm mỏng với điều kiện biên  ngàm ở bốn cạnh của 

tấm với 100 điểm lưới trên mỗi chiều. 
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Bảng 2.4: Thời gian tính toán và sai số của lời giải PGD cho bài toán tấm mỏng với 

điều kiện biên  ngàm ở bốn cạnh của tấm. 

Số điểm lưới 

trên mỗi chiều 

Thời gian  

tính toán (s) 
w 2

e  we


 

20n   0.184 0.01683 0.03434 

40n   0.216 0.00114 0.00232 

60n   0.220 42.32 10  
44.69 10  

80n   0.304 57.48 10  
41.50 10  

100n   0.404 5 3.15 10  
5 6.25 10  

 

Bài toán 5: 

Xét bài toán 3D Biharmonic như sau 

      
4 4 4 4 4 4

4 4 4 2 2 2 2 2 2
2 sin sin sin

u u u u u u
x y z

x y z x y y z z x
  

      
      

         
 

 (2.64)  

trên miền   3, , ,  0 , , 1x y z x y z     , với điều kiện biên được chọn 

như sau 

2 2 2

2 2 2
0, 0

u u u
u

x y z

  
   

  
, (2.65) 

trong trường hợp này lời giải chính xác của bài toán là  

     ex 4

1
sin sin sin

9
u x y z  


 . (2.66) 

Hình 2.6 trình bày lời giải PGD cho phương trình (2.64) ở lưới 64 trên mỗi 

chiều. Trị tuyệt đối sai số của bài toán được trình bày ở hình 2.7 . Giá trị tuyệt đối 

sai số cực đại và thời gian tính toán của phương pháp đề xuất được so sánh với các 

kết quả tham khảo [122] được trình bày như trong bảng 2.5. Từ bảng so sánh cho 

thấy sai số của bài toán với lời giải PGD ở bước lưới 16n   có sự tương đồng rất tốt 
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với các kết quả tham khảo của Ghasemi [122] và Shi cùng cộng sự [123]. Tuy nhiên 

khi tăng số điểm lưới 32n   thì phương pháp PGD có sai số bé hơn và có tốc độ 

tính toán vượt trội so với tốc độ tính toán của của các phương pháp tham khảo. 

 
Hình 2.6: Lời giải PGD cho phương trình (2.64) với 64 điểm lưới trên mỗi chiều. 
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Hình 2.7: Sai số exu u  của lời giải PGD cho phương trình (2.64)  

với 64 điểm lưới trên mỗi chiều. 
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Bảng 2.5: Thời gian tính toán và sai số của lời giải PGD cho phương trình (2.64). 

Số điểm lưới 

trên mỗi chiều 

Tác giả Thời gian 

tính toán (s) 
ue


 

16n   Ghasemi [122] 94.1 51.30 10  

 Shi và cộng sự [123] 2.625 61.62 10  

 Luận án 0.143 62.38 10  

32n   Ghasemi [122] - 66.37 10  

 Shi và cộng sự 39.262 74.07 10  

 Luận án 0.147 82.81 10  

64n   Luận án 0.156 91.44 10  

 

2.3. Kết luận 

Trong chương này, đã áp dụng phương pháp PGD kết hợp với phương pháp 

sai phân hữu hạn trong việc giải các phương trình vi phân đạo hàm riêng bậc cao 

trong không gian hai chiều và ba chiều. Một số kết quả đạt từ chương này: 

 Xây dựng phương pháp PGD cho một số phương trình vi phân đạo hàm 

riêng bậc cao (phương trình Poisson và phương trình Biharmonic) trong 

không gian hai chiều và ba chiều. 

 Kết hợp phương pháp PGD với phương pháp sai phân hữu hạn để giải các 

bài toán: Phương trình Poisson hai chiều, phương trình Poisson ba chiều, 

bài toán tấm mỏng chịu uốn với điều kiện biên ngàm và gối tựa đơn, 

phương trình Biharmonic ba chiều. 

 Luận án đã đánh giá sai số của lời giải đề xuất với lời giải chính xác, 

đồng thời so sánh về thời gian tính toán và sai số của phương pháp với 

các công bố khoa học trước đây. Từ đó cho thấy sự vượt trội về thời gian 

tính toán và sự tương đồng rất tốt về sai số của phương pháp đề suất với 

các kết quả tham khảo. Cụ thể với bài toán 3D Poisson, lời giải PGD của 

bài toán đạt sai số 
92.334 10ue 


   ở bước lưới 64 64  với thời gian 
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tính toán là 0.095 s, đồng thời lời giải PGD cho bài toán 3D Biharmonic 

cũng đạt sai số rất bé 
91.44 10ue 


   với thời gian tính toán 0.156 s ở 

bước lưới 64 64 . 

Các công bố khoa học đã được thực hiện ở chương này: 

1. Lê Quốc Cƣờng, Nguyễn Hoài Sơn, Phan Đức Huynh và Nguyễn Bá 

Duy, “Giải phương trình 3D Biharmonic bằng phương pháp PGD kết hợp 

HOCFD,” Tuyển tập công trình khoa học Hội nghị Cơ học toàn quốc lần thứ X, 8-

9/12/2017, Hà Nội – Việt Nam. 

2. Lê Quốc Cƣờng, Nguyễn Hoài Sơn, Nguyễn Bá Duy và Phan Đức 

Huynh, “Phương pháp PGD kết hợp HOCFD cho bài toán tấm mỏng chịu uốn,” 

Tuyển tập công trình khoa học Hội nghị Cơ học toàn quốc lần thứ X, 8-9/12/2017, 

Hà Nội – Việt Nam. 
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Chƣơng 3 

PHƢƠNG PHÁP PGD CHO BÀI TOÁN DÒNG CHẢY 

NHỚT KHÔNG NÉN 

 

3.1. Giới thiệu 

Trong thực tế, lời giải phương trình Navier-Stokes là một bài toán thường 

gặp trong nhiều bài toán vật lý. Đã có nhiều phương pháp số khác nhau để giải 

quyết bài toán Navier-Stokes như phương pháp sai phân hữu hạn (Finite difference 

method – FDM), phương pháp thể tích hữu hạn (Finite volume mthod – FVM), 

phương pháp phần tử hữu hạn (Finite element method – FEM), phương pháp không 

lưới (Meshfree method), … Tuy nhiên, các phương pháp nêu trên thường giải quyết 

mô hình bài toán trên toàn miền tính toán (hai chiều hoặc ba chiều), điều đó đòi hỏi 

bộ nhớ của máy tính phải đủ lớn đối với các bài toán có số điểm lưới rời rạc lớn. 

Cũng vì vậy mà thời gian và chi phí tính toán sẽ tăng lên. 

Trong chương này, chúng ta sẽ áp dụng phương pháp PGD để giải phương 

trình Navier – Stokes cho bài toán dòng chảy nhớt không nén trong không gian hai 

chiều. Trong phương trình chuyển động của dòng chảy nhớt không nén, sự phân li 

giữa vận tốc và áp suất được trình bày bằng phương pháp chiếu. Sau đó, phương 

pháp PGD  kết hợp với phương pháp sai phân hữu hạn được áp dụng để giải các 

phương trình vi phân đạo hàm riêng để tìm vận tốc và áp suất của dòng chảy. 

3.2. Hệ phƣơng trình Navier – Stokes cho bài toán dòng chảy nhớt 

không nén 

Xét hệ phương trình Navier – Stokes trong không gian hai chiều như sau 

 p
t

  


     


u
u u u  (3.1) 
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0 u  (3.2) 

ở đây       , , , ,t u t v tu x x x  là vận tốc của lưu chất và  ,p tx  là áp suất 

lưu chất. Các hệ số   và   lần lượt là khối lượng riêng và độ nhớt của lưu chất. 

3.3. Phƣơng pháp chiếu (Projection method) 

Khó khăn chủ yếu trong việc giải hệ phương trình Navier-Stokes đó là sự kết 

hợp của vận tốc – áp suất, để giải quyết vấn đề này, một phương pháp chiếu được 

đề xuất bởi Chorin [124] đã được sử dụng. Trong phương  pháp chiếu, việc rời rạc 

hệ phương trình Navier-Stokes (3.1) và (3.2) được trình bày như sau 

 
1

1
n n

n n n np
t

  



     



u u
u u u  (3.3) 

1 0n u  (3.4) 

với điều kiện biên 

1 1n n

bu u 

   (3.5) 

Hệ phương trình (3.3) – (3.5) được giải theo trình tự như sau: 

Bước 1: tính trực tiếp vận tốc trung gian 
*

u  từ phương trình động lượng 

(3.3) bỏ qua thành phần gradient áp suất 

 
n

n n n

t





 
    



u u
u u u  (3.6) 

ở đây 
n

u  là vận tốc ở bước thời gian thứ n . Ở bước thời gian tiếp theo, ta có 

1
11n

np
t 

 


  


u u
 (3.7) 

Bước 2: Hiệu chỉnh áp suất 

Từ phương trình (3.7)  ta có 
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1 11 1 1n np
t t 

     
 

u u  (3.8) 

Tiến hành lấy divergence () cho cả hai vế của phương trình (3.8) dẫn đến 

1 11 1 1n np
t t 

       
 

u u  (3.9) 

do điều kiện 
1 0n u , nên phương trình (3.9) trở thành 

11 1np
t

     


u  (3.10) 

hay: 

1np
t

   


u  (3.11) 

Đây là phương trình Poisson cho áp suất, giải phương trình này chúng ta sẽ 

tìm được áp suất ở bước thời gian 1n . 

Bước 3: Cập nhật vận tốc ở bước thời gian 1n  

Với áp suất vừa tìm được từ phương trình (3.11), thay vào phương trình (3.7) 

ta có vận tốc ở bước thời gian 1n  được tính như sau 

 
1 1n nt

p


  
  u u  (3.12) 

Tóm lại, để giải hệ phương trình Navier – Stokes ở bước thời gian thứ 

 1n   gồm các bước sau: 

Cập nhật vận tốc trung gian 
*

u  từ phương trình (3.6). 

Giải phương trình Poisson cho áp suất (3.11) để tìm áp suất 1np  . 

Tính vận tốc 
1n

u  sử dụng phương trình (3.12). 
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3.4. Rời rạc không gian 

3.4.1. Lƣới so le 

Để thuận tiện, hệ phương trình Navier – Stokes được viết lại như sau 

   
2 2 2

2 2

u uvu p u u

t x x y x y
  

       
               

 (3.13) 

   2 2 2

2 2

vuvv p v v

t y x y x y
  

      
               

 (3.14) 

0
u v

x y

 
 

 
 (3.15) 

Để rời rạc hệ phương trình trên, có rất nhiều phương pháp có thể được sử 

dụng như phương pháp sai phân hữu hạn, phương pháp phần tử hữu hạn, phương 

pháp thể tích hữu hạn, phương pháp phổ, phương pháp không lưới,… Trong khuôn 

khổ luận án này, phương pháp sai phân hữu hạn sẽ được sử dụng để giải các phương 

trình. 

 Các phương trình được rời rạc trên lưới Đề các đều sử dụng các xấp xỉ sai 

phân hữu hạn cho đạo hàm bậc nhất và bậc hai. Tuy nhiên, việc sử dụng lưới đều ở 

tất cả các biến được định nghĩa ở cùng vị trí sẽ làm tăng sự bất ổn định do sự phân 

ly chẵn-lẻ của áp suất. Sự phân ly chẵn-lẻ xuất phát từ thực tế rằng áp suất phụ 

thuộc vào đạo hàm bậc nhất của vận tốc và ngược lại. Nếu sai phân trung tâm được 

sử dụng, áp suất ở các nút lẻ hoặc chẵn phụ thuộc vào vận tốc ở các nút chẵn hoặc 

lẻ. Điều này cũng tương tự cho vận tốc. Vì vậy, chúng ta sẽ sử dụng lưới so le để rời 

rạc miền tính toán. 

Khi giải hệ phương trình Navier – Stokes, rời rạc không gian được thực hiện 

trên lưới so le, với áp suất  p  nằm chính giữa của ô lưới, còn vận tốc  u  đượt đặt ở 

vị trí trung điểm đường phân cách ô theo phương thẳng đứng, và vận tốc v  được 

đặt ở vị trí trung điểm đường phân cách ô theo phương ngang.  
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Xét lưới xen kẽ có 
x yn n  ô lưới được trình bày như trong hình 3.1. Khi nói 

đến trường áp suất p, vận tốc u và v, ta cần phải quan tâm đến các điểm bên trong và 

các điểm biên. Trong hình 3.1 các điểm được đánh dấu đậm là các điểm bên trong 

biên, còn các điểm được đánh dấu nhạt hơn là các điểm biên. 

 
Hình 3.1: Lưới so le. 

 

3.4.2. Xấp xỉ đạo hàm 

3.4.2.1. Đạo hàm bậc hai 

Sai phân hữu hạn có thể xấp xỉ đạo hàm bậc hai tại một điểm lưới bằng sơ đồ 

sai phân trung tâm. Ở một điểm bên trong miền tính toán 
,i ju  chúng ta xấp xỉ các 

đạo hàm bậc hai như sau 

2
1, , 1,

2 2

,

2i j i j i j

xi j

u u uu

x h

   
 

 
 (3.16) 
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2
, 1 , , 1

2 2

,

2i j i j i j

yi j

u u uu

y h

   
 

 
  (3.17) 

2 2
1, , 1, , 1 , , 1

, 2 2 2 2

,

2 2i j i j i j i j i j i j

i j

x yi j

u u u u u uu u
u

x y h h

        
     

  
 (3.18) 

Công thức (3.18) cũng áp dụng tương tự cho thành phần vận tốc v  và áp 

suất p  như sau 

2 2
1, , 1, , 1 , , 1

, 2 2 2 2

,

2 2i j i j i j i j i j i j

i j

x yi j

v v v v v vv v
v

x y h h

        
     

  
 (3.19) 

2 2
1, , 1, , 1 , , 1

, 2 2 2 2

,

2 2i j i j i j i j i j i j

i j

x yi j

p p p p p pp p
p

x y h h

        
     

  
 (3.20) 

3.4.2.2. Đạo hàm bậc nhất 

Đạo hàm bậc nhất tại một điểm lưới có thể xấp xỉ theo sai phân trung tâm 

như sau 

1, 1,

, 2

i j i j

i j x

u uu

x h

  
 

 
 (3.21) 

1, 1,

,
2

i j i j

yi j

u uu

y h

  
 

 
 (3.22) 

1, 1,

, 2

i j i j

i j x

v vv

x h

  
 

 
 (3.23) 

, 1 , 1

,
2

i j i j

yi j

v vv

y h

  
 

 
 (3.24) 

Giả sử, chúng ta không quan tâm đến giá trị 
u

x




 tại vị trí của 

,i ju , mà chúng 

ta muốn giá trị tại điểm giữa của hai điểm 
1,i ju 

 và 
,i ju , khi đó chúng ta sẽ sử dụng 

lưới so le và các đạo hàm có thể xấp xỉ như sau 
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1, ,

1
,

2

i j i j

i j x

u uu

x h





 
 

 
 (3.25) 

Tương tự, chúng ta có 

, 1 ,

1
,

2

i j i j

yi j

u uv

y h





 
 

 
 (3.26) 

Khi đó phương trình liên tục được đánh giá ở tâm ô  ,i j  như sau 

1, , , 1 ,

1 1, ,
2 2

i j i j i j i j

i j x yi j

u u u uu v

x y h h

 

 

    
     

    
 (3.27) 

3.4.2.3. Đạo hàm của các thành phần phi tuyến (theo sơ đồ sai phân 

trung tâm) 

Các thành phần phi tuyến không được định nghĩa trực tiếp trên lưới so le. 

Chẳng hạn, tích số của uv  không được định nghĩa trực tiếp vì u  và v  nằm ở những 

vị trí khác nhau. Để cập nhật u , chúng ta cần 
2u x   và uv y  . Điều này yêu 

cầu 
2u  phải được định nghĩa ở tâm của các ô lưới, và uv  được định nghĩa ở góc các 

ô lưới. Chúng ta đạt được những đại lượng này bằng cách thực hiện phép nội suy 

giữa hai giá trị lân cận như sau 

 
2

, 1,2
1

,
2 2

i j i j

i j

u u
u





 
  
 

 (3.28) 

  , , 1
1

,
2 2

i j i j

i j

u u
u






  (3.29) 

  , 1,
1

,
2 2

i j i j

i j

v v
v






  (3.30) 

Tương tự cho thành phần vận tốc v . Bây giờ chúng ta sử dụng dấu gạch 

ngang cùng với chỉ số trên h  để kí hiệu cho đại lượng trung bình theo phương 
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ngang, và dấu gạch ngang cùng với chỉ số trên v  để kí hiệu cho đại lượng trung 

bình theo phương thẳng đứng, sau đây chúng ta có thể viết lại các thành phần phi 

tuyến như sau 

   
2

2 huu

x x




 
 (3.31) 

   v hu vuv

y y




 
 (3.32) 

   
2

2 vvv

y y




 
 (3.33) 

   v hu vuv

x x




 
 (3.34) 

ở đây 
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  , 1 ,
1

,
2

 
2

i j i jv

i j

v v
v






  (3.38) 

3.4.2.4. Đạo hàm các thành phần phi tuyến (theo sơ đồ sai phân ngƣợc) 

Sơ đồ sai phân trung tâm được xấp xỉ nếu các đại lượng không thay đổi quá 

lớn ở mỗi bước thời gian. Với các trường hợp dòng chảy nhanh hơn hoặc bước thời 

gian lớn hơn, việc rời rạc sẽ tốt hơn khi chúng ta thực hiện theo sơ đồ sai phân 
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ngược. Vì vậy, chúng ta sẽ thực hiện một sự chuyển đổi giữa sai phân trung tâm và 

sai phân ngược bằng cách sử dụng tham số   0,1  . Chúng ta định nghĩa như sau  

 , ,
, ,

min 1.2 max max ,max ,1i j i j
i j i j

t u v     
 

 (3.39) 

ở đây hệ số 1.2  được lấy từ thực nghiệm. 

Tương ứng với các đại lượng trung bình, ta định nghĩa các đại lượng sai phân  

  1, ,
1

,
2 2

i j i jh

i j

u u
u






  (3.40) 
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,
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i j i jv
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  (3.42) 

  , 1 ,
1

,
2 2

i j i jv

i j

v v
v






  (3.43) 

Sử dụng tổ hợp tuyến tính giữa sai phân trung tâm và sai phân ngược, các  

phương trình (3.31) – (3.34) trở thành 

    
2

2 h h hu u uu

x x

 


 
 (3.44) 

   v h h vu v v uuv

y y

 


 
 (3.45) 

    2
2 v v vv v vv

y y

 


 
 (3.46) 

   v h v hu v u vuv

x x

 


 
 (3.47) 
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Một điều dễ thấy rằng các công thức (3.44) – (3.47) sẽ trở thành sai phân 

trung tâm khi 0   và sai phân ngược khi 1  . 

3.5. Điều kiện biên 

Để giải các phương trình rời rạc, các điều kiện được yêu cầu ở các biên vật 

lý. Việc áp dụng các điều kiện biên đúng rất quan trọng, vì với lưới so le một số 

điểm nằm trên biên trong khi một số điểm khác có biên nằm ở giữa các điểm lưới. 

Ở những điểm nằm trên biên thì giá trị của nó được mô tả một cách trực tiếp, trong 

khi có những trường hợp, điều kiện biên phải được định nghĩa một giá trị ở giữa hai 

điểm lưới. Trong khuôn khổ luận án này, năm loại điều kiện biên được xét là điều 

kiện dòng vào (inflow), điều kiện biên không trượt (no-slip), điều kiện biên dòng tự 

do (free-slip), điều kiện biên dòng ra (outflow) và điều kiện biên tuần hoàn 

(periodic boundary). 

Điều kiện biên dòng vào    , ,u v U V  : các thành phần vận tốc được chỉ 

rõ ở biên. Với thành phần vận tốc pháp tuyến, các giá trị được cố  định trực tiếp trên 

biên. Với thành phần vận tốc tiếp tuyến, chúng ta lấy giá trị trung bình ở hai bên 

Biên trái: 
0, 0, 1,, 2j j ju U v V v     (3.48) 

Biên phải: , 1, ,, 2
x xnx j n j n ju U v V v      (3.49) 

Biên dưới: 
,0 ,1 ,02 , i i iu U u v V     (3.50) 

Biên trên: , 1 , ,2 , 
y y yi n i n i nu U u v V      (3.51) 

Điều kiện biên không trượt    , ,b bu v U V : các điều kiện biên Dirichlet 

được áp đặt. 

Biên trái: 
0, 0, 1,, 2j b j b ju U v V v    (3.52) 

Biên phải: , 1, ,, 2
x xnx j b n j b n ju U v V v    (3.53) 
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Biên dưới: 
,0 ,1 ,02 , i b i i bu U u v V    (3.54) 

Biên trên: , 1 , ,2 , 
y y yi n b i n i n bu U u v V     (3.55) 

Điều kiện biên trượt tự do: Trong trường hợp này, dòng lưu chất được xem 

như chảy tự do trong chiều tiếp tuyến nhưng sẽ bị triệt tiêu theo chiều pháp tuyến 

với biên. Vì vậy, với biên trái và biên phải không chuyển động, chúng ta đặt 0u   

và 0v x   , khi đó 

Biên trái: 
0, 0, 1,0, j j ju v v   (3.56) 

Biên phải: , 1, ,0, 
x xnx j n j n ju v v   (3.57) 

Với biên trên và biên dưới không chuyển động, yêu cầu 0u y    và 0v  , 

khi đó 

Biên dưới: 
,0 ,1 ,0, 0i i iu u v   (3.58) 

Biên trên: , 1 , ,, 0
y y yi n i n i nu u v    (3.59) 

Điều kiện biên dòng ra (hay điều kiện biên mở): rất nhiều bài toán lưu chất 

liên quan đến miền vật lý không biên, nhưng miền tính toán cần có  một biên nhân 

tạo với một kích thước hữu hạn để trình bày các mô phỏng số. Áp đặt các điều kiện 

biên loại này là một thách thức, vì cả áp suất và vận tốc không được biết một cách 

rõ ràng cả về mặt vật lý và toán học. Trong luận án này, điều kiện biên Neumann     

( 0  u n ) được sử dụng để miêu tả điều kiện biên dòng ra. 

Với loại điều kiện biên Neumann, đạo hàm theo phương pháp tuyến của các 

thành phần vận tốc được áp đặt bằng không. Vì vậy, vận tốc trên các biên có thể 

được áp đặt bằng với giá trị lân cận bên trong miền tính toán. 

Biên trái: 
0, 1, 0, 1,, j j j ju u v v   (3.60) 

Biên phải: , 1, 1, ,, 
x x xnx j n j n j n ju u v v    (3.61) 
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Biên dưới: 
,0 ,1 ,0 ,1, i i i iu u v v   (3.62) 

Biên trên: , 1 , , , 1, 
y y y yi n i n i n i nu u v v    (3.63) 

Điều kiện biên tuần hoàn: Các đại lượng dòng chảy ở trên biên có giá trị 

tương tự nhau. Ở biên trái và biên phải, vận tốc và áp suất được áp đặt như sau 

0, 1, 0, 1, 1, ,, , 
x x xj n j j n j j n ju u v v v v     (3.64) 

, 1, 1, 2, 1, ,, , p
x x xn j j n j j j n ju u v v v    (3.65) 

Ở biên dưới và biên trên 

,0 , 1 ,0 , 1 ,1 ,, u , u
y y yi i n i i n i i nv v u u     (3.66) 

, ,1 , 1 ,2 ,1 ,, u , 
y y yi n i i n i i i nv v u p p    (3.67) 

Chú ý rằng, trong khi áp đặt rời rạc này, các biên của miền tính toán chồng 

lên một bề rộng ô lưới, điều này tương phản với trường hợp liên tục. Vì vậy, miền 

vật lý phải được chọn dài hơn một bề rộng ô. 

3.6. Giải phƣơng trình Poisson áp suất 

Chúng ta thấy rằng một trong những bước quan trọng và mất nhiều thời gian 

tính toán để giải hệ phương trình Navier – Stokes đó là bước giải phương trình 

Poisson cho áp suất ở mỗi bước thời gian. Trong khuôn khổ luận án này, các 

phương trình vi phân đạo hàm riêng nói chung hay phương trình Poisson nói riêng 

được giải bằng phương pháp PGD. Dưới đây là giải thuật chi tiết để giải phương 

trình Poisson trong không gian hai chiều. 

Xét phương trình Poisson trong không gian hai chiều như sau 

 
2 2

2 2
,

p p
f x y

x y

 
 

 
 trong miền 

x y    (3.68) 
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Mục tiêu của chúng ta là áp dụng phương pháp PGD để tìm nghiệm xấp xỉ 

của phương trình (3.68). Giả sử nghiệm xấp xỉ của phương trình được viết dưới 

dạng tách biến như sau 

     
1

,
N

i i

i

p x y X x Y y


    (3.69) 

Giả sử lời giải ở bước lặp thứ n  đã biết, chúng ta cần tìm lời giải ở bước lặp 

thứ 1n  

         1

1

,
n

n

i i

i

p x y X x Y y R x S y



      (3.70) 

ở đây:    1nR x X x  và    1nS y Y y  (3.71) 

Để tìm các cặp hàm  R x  và  S y , chúng ta sử dụng giải thuật lặp cố định 

luân phiên gồm các bước sau: 

 Bƣớc 1: Tìm hàm  R x  

Giả sử  S y  đã biết,  khi đó  R x  được tìm từ phương trình sau 

 
22

2 2
1 1

n n
i ii

x x x x x i

i i

d Xd R
a b R c x a b X

dx dx 

      (3.72)  

ở đây 
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d S
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 (3.73) 

Bƣớc 2: Tìm hàm  S y  

Với  R x  vừa tìm được ở bước trên,  khi đó hàm  S y  được tìm từ phương 

trình sau 

     
22

2 2
1 1

n n
i ii

y y y y y i

i i

d Yd S
a b R c y a b Y

dy dy 

      (3.74)      

ở đây       

   

2

2

2

2

2

,

x

x

x

x

y

y

y

y

i

y i

i i
y

a R dx

d R
b R dx

dR

c y R f x y dx

a R X dx

d X
b R dx
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 (3.75) 

Các hàm  R x  và  S y  được tìm bằng cách giải các phương trình vi phân 

một chiều (3.72) và (3.74). Trong khuôn khổ luận án này, chúng ta sẽ sử dụng 
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phương pháp sai phân hữu hạn để giải các phương trình vi phân một chiều nói trên. 

Các bước giải để tìm  R x  và  S y  được lặp cho đến khi kết quả hội tụ. Nếu kí 

hiệu 
   q

R x  và 
   1q

R x


 là hàm  R x  đã được tính ở bước lặp hiện tại và bước 

lặp trước, tương tự với
   q

S y  và 
   1q

S y


, tiêu chuẩn dừng được chọn như sau 

               1 1q q q q

RSe R x S y R x S y 
 

       (3.76) 

ở đây RS  là hằng số được chọn đủ bé để đảm bảo độ chính xác. 

Sau khi các bước lặp tìm  R x  và  S y  hội tụ, chúng ta xác định được 

   1nX x R x   và    1nS y R y  . Quá trình tìm các cặp hàm     ,i iX x Y y  phải 

được tiếp tục cho đến khi đạt được sự hội tụ toàn cục của bài toán ở bước lặp thứ N

, khi đó nghiệm xấp xỉ của bài toán được tính như sau 

     
1

,
N

i i

i

p x y X x Y y


   (3.77) 

Điều kiện dừng toàn cục của bài toán được tính như sau 

   

   

2

1 2

n n

pn

i i

i

X x Y y
E

X x Y y






 


 (3.78) 

ở đây 
p  là một hằng số được chọn đủ nhỏ và res  là hàm thặng dư của bài 

toán 

Sơ đồ giải thuật phương pháp PGD giải phương trình Poisson áp suất trong 

không gian hai chiều được trình bày như hình 3.2. 



63 

 

 

Hình 3.2: Sơ đồ giải thuật phương pháp PGD cho phương trình 

 Poisson áp suất trong không gian hai chiều. 
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3.7. Giải thuật tổng quát 

Giả sử ở bước thời gian thứ n , un
 và np  đã biết và chúng ta cần tìm 

1un
 và 

1np  . Để thực hiện điều này, chúng ta tiến hành theo các bước sau 

Bước 1: Vận tốc trung gian 
*u  được tính toán từ phương trình (3.6). 

Bước 2: Áp dụng phương pháp PGD để tìm áp suất 1np   ở dạng 

   1

1

N
n i i

i

p F x G y



   (3.79)  

Bước này được thực hiện bằng cách giải phương trình (3.11). 

Bước 3: Trường vận tốc 
1un
 được cập nhật từ phương trình (3.12). 

Hình3.3 trình bày sơ đồ giải thuật của phương pháp PGD cho bài toán dòng 

chảy nhớt không nén. Trong sơ đồ giải thuật, các bước giải cho bài toán dòng chảy 

nhớt không nén đã được trình bày. Chi tiết về giải thuật giải phương trình Poisson 

cho áp suất đã được trình bày cụ thể ở mục 3.6. 
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Hình 3.3: Sơ đồ giải thuật phương pháp PGD  

cho bài toán dòng chảy nhớt không nén. 
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3.8. Kết quả mô phỏng số 

3.8.1. Bài toán Lid-driven cavity flow 

Trong phần này, bài toán dòng chảy trong một miền vuông được mô phỏng. 

Miền vật lý và điều kiện biên của bài toán được trình bày như hình 3.4. Dòng chảy 

được dẫn bởi biên trên di chuyển với vận tốc không đổi 0u . Bên trong miền sẽ hình 

thành nên các xoáy nước, vị trí và kích thước của xoáy phụ thuộc vào hệ số 

Reynolds.  

Chúng ta sẽ tiến hành mô phỏng bài toán ở các hệ số Reynolds 0Re u L   

khác nhau, ở đây L  là chiều dài cạnh hình vuông của miền tính toán. Xét miền tính 

toán là một miền vuông    0,1 0,1    cho bài toán dòng chảy nhớt không nén 

với điều kiện biên Dirichlet cho vận tốc và điều kiện biên Neumann thuần nhất cho 

áp suất. Ở đây, hai thành phần vận tốc đều triệt tiêu trên biên, ngoại trừ thành phần 

vận tốc theo phương ngang ở cạnh trên của miền tính toán bằng 0 1u  . Mô phỏng 

được thực hiện với lưới 251 251  và bước thời gian 
45 10t    . 

Các hình 3.5 đến 3.9 trình bày đường dòng và xoáy của bài toán ở các hệ số 

Reynolds Re 100,  400, 1000, 3200 và 5000 . Chúng ta thấy rằng ở các hệ số 

Reynolds thấp Re 100,  400 và 1000  xuất hiện ba xoáy nước gồm một xoáy ở gần 

trung tâm miền tính toán và hai xoáy ở góc dưới của miền. Khi gia tăng hệ số 

Reynolds,  xoáy trung tâm có xu hướng di chuyển xuống  phía dưới, trong khi hai 

xoáy ở góc bên dưới có xu hướng phát triển rộng ra. Ở các hệ số Reynolds trên 

1000 sẽ xuất hiện thêm một xoáy ở góc trái bên trên miền tính toán. 
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Hình 3.4: Miền tính toán và điều kiện biên của bài toán Lid-driven cavity flow.  

 

Bảng 3.1: Tọa độ tâm xoáy trung tâm của bài toán  

Lid-driven cavity flow ở các hệ số Reynolds khác nhau. 

 Tác giả Re 100  Re 400  Re 1000  Re 3200  Re 5000  

cx  Ghia và cộng sự 

[125] 

0.617 0.555 0.531 0.517 0.512 

 Bruneau và  cộng 

sự [126] 

- - 0.469 - 0.484 

 Luận án 0.616 0.5558 0.532 0.518 0.514 

       

cy  Ghia và cộng sự 

[125] 

0.734 0.606 0.563 0.547 0.535 

 Bruneau và  cộng 

sự [126] 

- - 0.563 - 0.539 

 Luận án 0.738 0.605 0.566 0.540 0.534 

 

 



68 

 

Hình 3.10  và hình 3.11  lần lượt trình bày vận tốc theo phương ngang và vận 

tốc theo phương thẳng đứng tại vị trí trung tâm của miền tính toán và được so sánh 

với kết quả của Ghia và các cộng sự [125]. Chúng ta thấy rằng kết quả mô phỏng 

của luận án có sự tương đồng rất tốt với kết quả tham khảo của Ghia cùng cộng sự. 

Bảng 3.1 trình bày vị trí của tâm xoáy trung tâm  ,c cx y  ở các hệ số Reynolds khác 

nhau. Từ kết quả ở bảng trên cho thấy sự tương đồng rất tốt của kết quả của luận án 

với các kết quả tham khảo của Ghia cùng cộng sự [125] và kết quả của Bruneau 

cùng cộng sự [126]. 
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(a) Đường dòng 

 
(b) Đường bao xoáy 

Hình 3.5: Kết quả đường dòng và đường bao xoáy của bài toán 

 Lid-driven cavity flow ở hệ số Re 100 . 
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(a) Đường dòng 

 
(b) Đường bao xoáy 

Hình 3.6: Kết quả đường dòng và đường bao xoáy của bài toán  

Lid-driven cavity flow ở hệ số Re 400 . 
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(a) Đường dòng 

 
(b) Đường bao xoáy 

Hình 3.7: Kết quả đường dòng và đường bao xoáy của bài toán 

 Lid-driven cavity flow ở hệ số Re 1000 . 
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(a) Đường dòng 

 
(b) Đường bao xoáy 

Hình 3.8: Kết quả đường dòng và đường bao xoáy của bài toán 

 Lid-driven cavity flow ở hệ số Re 3200 . 
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(a) Đường dòng 

 
(b) Đường bao xoáy 

Hình 3.9: Kết quả đường dòng và đường bao xoáy của bài toán  

Lid-driven cavity flow ở hệ số Re 5000 . 
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Hình 3.10: So sánh vận tốc theo chiều trục x dọc theo đường thẳng 0.5x   ở các hệ 

số 100Re  , 400Re  , 1000Re  , 3200Re   và 5000Re  . 

 

 
Hình 3.11: So sánh vận tốc theo chiều trục y dọc theo đường thẳng 0.5y   ở các 

hệ số 100Re  , 400Re  , 1000Re  , 3200Re   và 5000Re  . 
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Để đánh giá ảnh hưởng của bước lưới đến độ chính xác của lời giải, chúng ta 

sẽ tiến hành khảo sát bài toán ở hệ số Re 100  với các bước lưới khác nhau 

 0.02500,  0.01250, 0.00625, 0.003125h  . Vì bài toán không có lời giải chính xác 

nên chúng ta sử dụng lời giải ở bước lưới 0.0015625h   như lời giải tham khảo để 

tính toán sai số. Bài toán được khảo sát đến thời điểm 0.2 st   với bước thời gian 

55 10t     s để đảm bảo sự ổn định của bài toán ở các bước lưới nhỏ. Để đánh giá 

độ chính xác, sai số vận tốc theo phương x  được định nghĩa như sau 
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ef

, ,2
1 1

1 yx
nn
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i jx y

e u u
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Hình 3.12  trình bày các giá trị sai số của thành phần vận tốc theo phương 

ngang. Từ kết quả ở hình 3.12 cho thấy sai số có bậc hội tụ khoảng 1.44. 

 

Hình 3.12: Sai số của thành phần vận tốc theo phương ngang ở các bước lưới  

khác nhau cho bài toán Lid-driven cavity. 

 

Để đánh giá tốc độ tính toán của phương pháp PGD so với phương pháp sai 

phân hữu hạn, bài toán Lid-driven cavity ở hệ số Reynolds Re 100  sẽ được khảo 

sát đến thời điểm 0.2 st   với bước thời gian 
55 10t     s. Hình 3.13 trình bày 

thời gian tính toán ở các bước lưới khác nhau, trong đó PGDt  và FDMt  lần lượt là thời 



76 

 

gian tính toán của phương pháp PGD và phương pháp sai phân hữu hạn. Từ kết quả 

ở hình 3.13 cho thấy thời gian tính toán của phương pháp PGD và phương pháp sai 

phân hữu hạn xấp xỉ nhau ở số điểm lưới 160 160 . Tuy nhiên, khi số điểm lưới 

tăng lên cho thấy thời gian tính toán của phương pháp PGD giảm đáng kể so với 

phương pháp sai phân hữu hạn, cụ thể / 1.8FDM PGDt t   ở số điểm lưới 320 320  và 

/ 3.1FDM PGDt t   ở số điểm lưới 640 640 . 

 
Hình 3.13: Thời gian tính toán của bài toán Lid-driven cavity ở hệ số Re 100 . 

 

3.8.2. Bài toán Backward-facing step flow 

Trong phần này, dòng chảy qua một miền bậc thang được mô tả như hình 

3.14. Miền dòng chảy được cho như sau    0,30 0,2h h , ở đây h  là chiều cao của 

bậc. Các điều kiện biên không trượt được áp dụng cho cả biên trên và biên dưới. 

Trường vận tốc vào ở biên trái được mô tả là một dòng chảy song song với thành 

phần vận tốc theo phương ngang và được định nghĩa như sau 

   24 0.5u y y y   với 0 0.5y   (3.88) 



77 

 

 
Hình 3.14: Miền tính toán và điều kiện biên của bài toán                            

Backward-facing step flow. 

 

Thành phần vận tốc theo phương ngang này có biên dạng là parabol với vận 

tốc vào cực đại là ax 1.5mu   và vận tốc vào trung bình là 1.0avgu  . Điều kiện biên 

dòng ra được áp đặt cho biên phải của miền tính toán. Hệ số Reynolds được định 

nghĩa bởi quan hệ sau 

/avgRe u H   (3.89) 

ở đây 2H h  là chiều cao của kênh. 

Sau đây bài toán sẽ được mô phỏng  ở các hệ số Reynolds khác nhau. Lưới                                  

1201 81  được sử dụng để rời rạc miền tính toán và bước thời gian được chọn là 

310t   . 

 Các hình 3.15 đến 3.22 trình bày đường dòng ở các hệ số Reynods khác 

nhau trong dãi từ 100  đến 800 . Ở hệ số 100Re   một xoáy nhỏ được hình thành 

sau bậc. Kích thước của xoáy gia tăng khi tăng hệ số Reynolds. Từ khoảng 

400Re  , chúng ta thấy xuất hiện thêm một xoáy thứ hai ở biên triên của miền 

dòng chảy và kích thước của các xoáy này cũng gia tăng khi tăng hệ số Reynolds từ 

400Re   đến 800 .  
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Chúng ta sử dụng một đại lượng vô hướng để đánh giá bài toán đó là chiều 

dài của vùng xoáy dưới rL h . Hình 3.23 trình bày đại lượng rL h  như là một hàm 

của hệ số Reynolds. Để kiểm chứng độ chính xác của phương pháp được đề xuất 

trong luận án này, các kết quả được so sánh với các kết quả thực nghiệm và các kết 

quả mô phỏng số đã được công bố. Từ kết quả so sánh, chúng ta thấy sự đồng thuận 

khá tốt của phương pháp đề xuất với các kết quả tham khảo [127-130]. 

 

Hình 3.15: Đường dòng của bài toán Backward-facing step flow ở hệ số Re 100 . 

 

 
Hình 3.16: Đường dòng của bài toán Backward-facing step flow ở hệ số Re 200 . 
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Hình 3.17: Đường dòng của bài toán Backward-facing step flow ở hệ số Re 300 . 

 

 
Hình 3.18: Đường dòng của bài toán Backward-facing step flow ở hệ số Re 400 . 

 

 
Hình 3.19: Đường dòng của bài toán Backward-facing step flow ở hệ số Re 500 . 
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Hình 3.20: Đường dòng của bài toán Backward-facing step flow ở hệ số Re 600 . 

 

 
Hình 3.21:  Đường dòng của bài toán Backward-facing step flow ở hệ số Re 700 . 

 

 
Hình 3.22: Đường dòng của bài toán Backward-facing step flow ở hệ số Re 800 . 
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Hình 3.23: So sánh chiều dài vùng xoáy của bài toán Backward-facing step flow. 

 

Để đánh giá ảnh hưởng của bước lưới đến độ chính xác của lời giải, chúng ta 

sẽ tiến hành khảo sát bài toán ở hệ số Re 100  với các bước lưới khác nhau 

 0.1000,  0.0500, 0.0250, 0.0125h  . Vì bài toán không có lời giải chính xác nên 

lời giải ở bước lưới 0.0063h   được sử dụng như lời giải tham khảo để tính toán 

sai số. Bài toán được khảo sát đến thời điểm 0.5 st   với bước thời gian 

55 10t     s để đảm bảo sự ổn định của bài toán ở các bước lưới nhỏ. Hình 3.24 

trình bày các giá trị sai số của thành phần vận tốc theo phương ngang 
2ue . Kết quả 

từ hình 3.24 cho thấy sai số có bậc hội tụ khoảng 1.38. 
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Hình 3.24: Sai số của thành phần vận tốc theo phương ngang ở các bước lưới khác 

nhau cho bài toán Backward-facing step flow ở hệ số Re 100 . 

3.9. Kết luận 

Trong chương này đã phát triển phương pháp PGD kết hợp với phương pháp 

chiếu và phương pháp sai phân hữu hạn để giải quyết các bài toán dòng chảy nhớt ở 

các điều kiện biên và miền vật lý khác nhau: 

 Giải bài toán Lid-driven cavity ở các hệ số Reynolds khác nhau, đồng 

thời so sánh kết quả tính toán của phương pháp đề xuất với các kết quả đã 

công bố trước đây. Từ đó, cho thấy các kết quả về vận tốc và tọa độ tâm 

xoáy trung tâm có sự tương đồng rất tốt với các kết quả tham khảo. 

 Giải bài toán Backward-facing step flow ở các hệ số Reynolds khác nhau. 

Từ các kết quả đạt được cho thấy sự đồng thuận rất tốt của phương pháp 

đề xuất về dạng xoáy và chiều dài vùng xoáy với các kết quả tham khảo. 

 Các kết quả khảo sát về sai số ở các bước lưới khác nhau cũng được thực 

hiện, cho thấy sai số của phương pháp PGD cho các bài toán có bậc hội tụ 

cao hơn đường hội tụ bậc nhất (bậc hội tụ đạt 1.44 với bài toán Lid-

driven cavity và 1.38 với bài toán Backward-facing step flow) 

 Các kết quả so sánh về thời gian tính toán của phương pháp PGD với 

phương pháp sai phân hữu hạn cũng được trình bày, cho thấy thời gian 
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tính toán của phương pháp PGD bé hơn thời gian tính toán của phương 

pháp sai phân hữu hạn ở cùng một bước lưới. Với bài toán Lid-driven 

cavity tỉ lệ / 3.1FDM PGDt t   ở 640 640  điểm lưới. 
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Chƣơng 4 

PHƢƠNG PHÁP BIÊN NHÚNG KẾT HỢP VỚI 

PHƢƠNG PHÁP PGD CHO BÀI TOÁN DÒNG CHẢY 

NHỚT KHÔNG NÉN QUA VẬT CẢN BIÊN CỨNG 

 

4.1. Giới thiệu 

Các bài toán FSI là lớp các bài toán thường gặp trong thực tế. Đã có nhiều 

phương pháp số (phần tử hữu hạn, thể tích hữu hạn, sai phân hữu hạn, …) được áp 

dụng thành công để giải quyết các bài toán này. Tuy nhiên do sự xuất hiện của vật 

cản trong lưu chất nên đối với các phương pháp kể trên thì việc chia lưới tính toán 

thực sự không dễ dàng, đặc biệt với các bài toán có biên biến dạng hoặc biên di 

chuyển. Trong bối cảnh đó, phương pháp IB đã chứng minh được tính hiệu quả 

trong việc giải quyết các bài toán FSI. Phương pháp IB xử lý các bài toán loại này 

bằng cách thay thế sự hiện diện của vật cản trong lưu chất bằng một lực cưỡng bức 

tác động lên lưu chất, do đó miền tính toán sau đó được xem như một miền lưu chất 

đồng nhất. Vì vây, sự phức tạp trong việc chia lưới sẽ được giảm bớt khi áp dụng 

phương pháp IB cho các bài toán FSI. 

Tuy nhiên, đối với các bài toán FSI trong không gian hai chiều hay ba chiều 

đòi hỏi phải chia lưới tính toán trên toàn miền với các phương pháp số thông 

thường. Do đó, khi thực tính toán các bài toán này đòi hỏi phải có dung lượng bộ 

nhớ chương trình đủ lớn và sẽ hao tốn rất nhiều thời gian tính toán. Gần đây, 

phương pháp PGD đã được đề xuất để giải quyết các bài toán đa chiều một cách 

hiệu quả. Phương pháp PGD giải quyết các bài toán đa chiều dựa trên nguyên lý 

đưa các phương trình vi phân đa chiều về việc giải các chuỗi các bài toán một chiều. 

Vì vậy, phương pháp PGD sẽ giúp tiết kiệm dung lượng bộ nhớ chương trình, đồng 

thời làm giảm thời gian tính toán một cách đáng kể. 
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Trong chương này, đề xuất việc kết hợp phương pháp IB với phương pháp 

PGD trong việc giải quyết các bài toán tương tác giữa dòng chảy nhớt không nén 

qua các vật thể biên cứng. 

4.2. Hệ Phƣơng trình chuyển động  

Xét bài toán dòng chảy nhớt không nén trong miền chữ nhật hai chiều 

 0, 0,f x yl l       chứa một biên nhúng không khối lượng ở dạng một đường cong 

khép kín   như trình bày ở hình 4.1. Cấu trúc của biên nhúng được cho ở dạng 

tham số:  ,s tX , 0 bs L  ,    0, ,bt L tX X , ở đây bL  là chiều dài biên  , s  là 

chiều dài cung và t  là thời gian. Ảnh hưởng của biên nhúng lên lưu chất được trình 

bày bởi  thành phần lực cưỡng bức tác dụng lên lưu chất. Vì vậy, sự chuyển động 

của dòng lưu chất được mô tả bằng hệ phương trình Navier-Sokes như sau 

  p
t

  


     


u
u u u f  (4.1) 

0 u  (4.2) 

Với  ,x yx  là tọa độ trên lưới Euler và  ,X YX  là điểm biên trên lưới 

Lagrange,        , , , ,t u t v tu x x x  là vận tốc của lưu chất và  ,p tx  là áp suất 

lưu chất. Các hệ số   và   lần lượt là khối lượng riêng và độ nhớt của lưu chất. 

Thành phần lực khối tác dụng lên lưu chất là       , , , ,x yt f t f tf x x x  có dạng 

công thức toán học là  

      , , ,t s t s t ds


 f x F x X  (4.3) 

ở đây      x y  x  là hàm rời rạc Delta và       , , , ,x ys t F s t F s tF  

là lực khối tại các điểm biên được xác định như sau 

      , ,es t s s t F X X  (4.4) 
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ở đây   là một hằng số dương và 1 ,  e sX  là vị trí cân bằng cố định, 

và  ,s tX  là các điểm biên nhúng ở thời điểm t . Sự chuyển động của biên nhúng 

được tính theo công thức sau 

 
         

,
, , , , ,

s t
s t s t t t s t d

t





   

 
X

U u X u x x X x  (4.5) 

Phương trình (4.3) và (4.5) thể hiện sự tương tác giữa biên nhúng và lưu 

chất. Trong phương trình (4.3)  là thành phần lực khối tác dụng đến lưu chất gây ra 

bởi biên nhúng, trong khi đó ở phương trình (4.5) biên nhúng được di chuyển cùng 

với lưu chất. 

 

Hình 4.1: Hệ lưu chất-kết cấu đơn giản và lưới rời rạc Euler (đánh dấu sáng) và 

lưới Lagrange (đánh dấu tối). 

 

4.3. Phƣơng pháp số 

Xét miền lưu chất  0, 0,f x yl l       và các biến lưu chất được định nghĩa 

trên 
x yN N  ô lưới Euler cố định được ký hiệu như sau:    , ,i ix y ih jh x  với 

0,1,..., 1xi N   và 0,1,..., 1yj N  , ở đây / /x y x x y yh h h l N l N     là kích 

thước lưới Euler. Mặt khác, chúng ta sử dụng M  điểm lưới Lagrange  ,k kX YX  

với 0,1,..., 1k M   để rời rạc biên nhúng với độ rộng lưới ban đầu là /bs L M  , 
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ở đây bL  là chiều dài của biên nhúng. Như trong phương trình (4.1) – (4.5), chúng 

ta sẽ sử dụng các biến viết thường dùng để trình bày các giá trị định nghĩa trên lưới 

nền lưu chất và các biến viết hoa để trình bày các giá trị trên những điểm biên 

nhúng. Một cặp chỉ số trên trình bày chỉ số bước thời gian. Vì vậy,  n
u x  và 

 n sX  là xấp xỉ của  ,n tu x
 
và  ,s n tX .  

4.3.1. Phƣơng pháp chiếu 

Khó khăn chủ yếu trong việc giải hệ phương trình Navier-Stokes đó là sự kết 

hợp của vận tốc – áp suất, để giải quyết vấn đề này, một phương pháp chiếu được 

đề xuất bởi Chorin [124] đã được sử dụng. Phương pháp chiếu sử dụng ở đây tương 

tự như ở mục 3.3 của chương 3, tuy nhiên có sự khác biệt đó là sự xuất hiện của 

thành phần lực f  trong hệ phương trình Navier-Stokes. Xét phương hệ trình 

Navier-Stokes trong không gian hai chiều như sau 

 p
t

  


      


u
u u u f  (4.6) 

0 u  (4.7) 

Trong phương  pháp chiếu, việc rời rạc hệ phương trình (4.6) và (4.7) được 

trình bày như sau 

 
1

1
n n

n n n n np
t

  



      



u u
u u u f  (4.8) 

1 0n u  (4.9) 

với điều kiện biên 

1 1n n

bu u 

   (4.10) 

Hệ phương trình (4.8) – (4.10) được giải theo trình tự như sau: 

Bước 1: tính trực tiếp vận tốc trung gian 
*

u  từ phương trình động lượng 

(4.8) bỏ qua thành phần gradient áp suất 
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1n

n n n n

t



 

 
     



u u
u u u f  (4.11) 

ở đây 
n

u  là vận tốc ở bước thời gian thứ n . Ở bước thời gian tiếp theo, ta có 

1
11n

np
t 

 


  


u u
 (4.12) 

         Bước 2: Hiệu chỉnh áp suất 

Từ phương trình (4.12)  ta có 

1 11 1 1n np
t t 

     
 

u u  (4.13) 

Tiến hành lấy divergence () cho cả hai vế của phương trình (4.13) ta được 

1 11 1 1n np
t t 

       
 

u u  (4.14) 

do điều kiện 
1 0n u , nên phương trình (4.14) trở thành 

11 1np
t

     


u  (4.15) 

hay: 

1np
t

   


u  (4.16) 

Đây là phương trình Poisson cho áp suất, giải phương trình này chúng ta sẽ 

tìm được áp suất ở bước thời gian 1n . 

Bước 3: Cập nhật vận tốc ở bước thời gian 1n  

Với áp suất vừa tìm được từ phương trình (4.16), thay vào phương trình 

(4.12) ta có vận tốc ở bước thời gian kế tiếp 1n  được tính như sau 

 
1 1n nt

p


  
  u u  (4.17) 
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Tóm lại, để giải hệ phương trình Navier – Stokes ở bước thời gian thứ 

 1n   gồm các bước sau: 

Cập nhật vận tốc trung gian 
*

u  từ phương trình (4.11). 

Giải phương trình Poisson cho áp suất (4.16) để tìm áp suất 1np  . 

Tính vận tốc 
1n

u  sử dụng phương trình (4.17). 

4.3.2. Xác định thành phần lực cƣỡng bức f  

Để giải hệ phương trình Navier – Stokes, thành phần lực cững bức n
f  phải 

được xác định trước khi giải các phương trình (4.11), (4.16) và (4.17) như trình bày 

ở phần trên. 

Thành phần lực khối sẽ sẽ được tính toán tại các điểm trên biên nhúng và sau 

đó sẽ được phân bố đến các điểm lưới Đề các xung quanh trên toàn miền lưu chất 

bằng một biểu diễn rời rạc của hàm Dirac delta. Hình 4.2 minh họa quá trình nội 

suy vận tốc tại các điểm trên biên nhúng và quá trình phân bố lực khối trên biên 

nhúng đến các điểm lưới xung quanh trên toàn miền lưu chất. 

 

Hình 4.2: Phân bố lực cưỡng bức từ một điểm trên biên nhúng đến các điểm lưới 

lân cận và nội suy vận tốc ở một điểm khác trên biên nhúng. 

 

Để giải quyết bài toán biên cứng, Lai & Peskin [45] đã đề xuất phương pháp 

tính lực cưỡng bức tại các điểm trên biên nhúng như sau 
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 n e n

k k k F X X  (4.18) 

ở đây   là một hằng số dương và 1 , 
e

kX  là vị trí cân bằng cố định của 

điểm biên nhúng thứ k , và 
n

kX  là các điểm biên nhúng thứ k  ở thời điểm t n t  .  

Phương trình (4.18) chỉ được áp dụng cho các bài toán dòng chảy qua vật thể 

biên cứng đứng yên. Để mở rộng công thức trên cho các bài toán dòng chảy qua vật 

thể di chuyển, một công thức đã được đề xuất như sau 

 nn move

k k k F X X  (4.19) 

ở đây 
move

kX  là vị trí của biên nhúng ở bước thời gian thứ n , 
n

kX  là vị trí biên 

nhúng được nội suy từ vận tốc lưu chất xung quanh ở bước thời gian thứ n . Ta 

thấy, công thức (4.19) sẽ trở thành công thức (4.18) khi vật thể không di chuyển, 

khi đó 
move e

k kX X . 

Sau khi xác định được lực cưỡng bức tại các điểm biên nhúng ở bước thời 

gian thứ n , lực này sẽ được phân bố đến các điểm lân cận theo công thức sau  

 , ,

1

bN
n n n n

i j k h i j k

k

s


  f F x X  (4.20) 

ở đây 
,i jx và 

,i jf  là tọa độ điểm lưới  ,i j  và lực khối tương ứng tại điểm đó. 

 h x  là một hàm rời rạc delta hai chiều được tính theo công thức sau 

  2

1
h

x y

h h h
  

   
    

   
x  (4.21) 

ở đây h  là kích thước lưới, x  và y  là hai thành phần tọa độ Đề Các của x  

và   r  là hàm rời rạc delta một chiều  và  r  được chọn như trong [61] như sau 
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2

2

1
3 2 1 4 4  ,           0 1

8

1
5 2 7 12 4  ,      1 2

8

0 ,                                                      2  

r r r r

r r r r r

r



     

       












 (4.22) 

Vì lực khối đã tính ở các điểm trên biên nhúng và được mở rộng đến toàn bộ 

các điểm lưới lưu chất, hệ phương trình Navier – Stokes sẽ được giải để tìm vận tốc 

và áp suất tại các điểm lưới ở bước thời gian thứ 1n . Trường vận tốc sau đó được 

nội suy để tìm vận tốc tại các điểm trên biên nhúng như sau 

     1 1 1 1 2

, ,

,

n n n n

k k i j h i j k

i j

h    U X u x x X  (4.23) 

Từ vận tốc tại các trên biên nhúng, vị trí của các điểm biên được tính theo 

công thức sau 

 1 1n n n

k k k kt  X X U X  (4.24) 

4.3.3. Rời rạc không gian 

Khi giải hệ phương trình Navier – Stokes, rời rạc không gian được thực hiện 

trên lưới so le, với áp suất  p  nằm chính giữa của ô lưới, còn vận tốc theo phương 

ngang u  đượt đặt ở vị trí trung điểm đường phân cách ô theo phương thẳng đứng, 

và vận tốc theo phương thẳng đứng v  được đặt ở vị trí trung điểm đường phân cách 

ô theo phương ngang. Việc xấp xỉ các đạo hàm được thực hiện trên lưới so le tương 

tự như đã trình bày ở mục 3.4 của chương 3. 
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Hình 4.3:  Lưới so le với áp suất và các thành phần vận tốc đươc xác định 

tại các vị trí khác nhau. 

 

4.3.4. Giải phƣơng trình Poisson  

Chúng ta thấy rằng một trong những bước quan trọng và mất nhiều thời gian 

tính toán để giải hệ phương trình Navier – Stokes đó là bước giải phương trình 

Poisson cho áp suất ở mỗi bước thời gian. Ở bước này, phương pháp PGD được áp 

dụng để giải phương trình Poisson áp suất, chi tiết việc giải phương trình Poisson 

cho áp suất đã được trình bày ở mục 3.6 của chương 3. 

4.4. Giải thuật tổng quát  

Trong phần này sẽ trình bày các bước khác nhau để giải bài toán dòng chảy 

nhớt không nén qua vật thể biên cứng bằng phương pháp IB kết hợp với phương 

pháp PGD. 

Giả sử các biến của bài toán ở bước thời gian thứ n  đã biết. Để giải quyết bài 

toán ở bước thời gian thứ 1n , chúng ta tiến hành các bước sau: 

Bước 1: tính lực cưỡng bức  tại các điểm trên biên nhúng n
F  theo công thức 

(4.19). 

Bước 2: phân bố lực cưỡng bức từ các điểm trên biên nhúng đến các điểm 

lưới lưu chất xung quanh theo công thức (4.20). 
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Bước 3: cập nhật vận tốc trung gian 
*

u  từ phương trình (4.11). 

Bước 4: giải phương trình Poisson áp suất (4.16) bằng phương pháp PGD để 

tìm 1np  . 

Bước 5: sử dụng công thức (4.17) để tìm 
1n

u . 

Bước 6: nội suy vận tốc tại các điểm trên biên nhúng 
k

U  từ phương trình 

(4.23). 

Bước 7: từ vận tốc vừa tìm được ở bước 6, cập nhật vị trí của biên nhúng n
X  

theo phương trình (4.24). 

Hình 4.4 trình bày sơ đồ giải thuật của phương pháp IB kết hợp với phương 

pháp PGD cho bài toán dòng chảy nhớt không nén qua vật cản biên cứng. Trong sơ 

đồ giải thuật, các bước tính lực tại các điểm trên biên nhúng, phân bố lực đến các 

điểm lưới trên miền lưu chất, tính vận tốc và áp suất của lưu chất và cập nhật vận 

tốc của biên nhúng đã được trình bày. Chi tiết về giải thuật giải phương trình 

Poisson cho áp suất bằng phương pháp PGD đã được trình bày cụ thể ở phần 3.6. 
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Hình 4.4: Sơ đồ giải thật kết hợp phương pháp IB với phương pháp PGD  

cho bài toán dòng chảy nhớt không nén qua vật cản biên cứng. 
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4.5. Kết quả mô phỏng số 

4.5.1. Bài toán Lid-driven cavity với trụ tròn ở tâm miền tính toán 

Trong phần này, phương pháp IB kết hợp với phương pháp PGD sẽ được áp 

dụng để mô phỏng bài toán dòng chảy trong một miền vuông với vật cản là một trụ 

tròn cố định ở giữa miền tính toán.  Miền tính toán và điều kiện biên của bài toán 

được cho như hình 4.5. Dòng chảy được dẫn bởi sự di chuyển của biên trên ở một 

hằng số vận tốc nhất định 0u . Hệ số Reynolds của  bài toán được định nghĩa như 

sau 

0Re
u D


  (4.25) 

ở đây D  là đường kính trụ tròn, 0u  là vận tốc dòng chảy theo phương ngang 

ở biên trên của miền tính toán,   và   lần lượt là khối lượng riêng và độ nhớt của 

lưu chất. 

 

Hình 4.5: Miền tính toán và điều kiện biên của bài toán  

Lid-driven cavity với trụ tròn ở tâm miền tính toán. 
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Chúng ta sẽ tiến hành mô phỏng bài toán với các thông số như sau: 1L  , 

0 1u  , 1000Re   và 0.4D L . Lưới đều 301 301  điểm lưới được sử dụng để rời 

rạc miền lưu chất, bước thời gian 
410t    s được sử dụng để mô phỏng bài toán. 

Hình 4.6 trình bày đường dòng của bài toán ở hệ số 1000Re  . Như  chúng ta thấy, 

có ba xoáy nước xuất hiện. Một xoáy ở vị trí phía trên bên phải của trụ tròn và hai 

xoáy ở phía dưới gần góc phải và góc trái. Chúng ta có thể nhận thấy rằng xoáy phía 

trên được tạo ra do sự xuất hiện của trụ tròn cố định ở tâm của miền tính toán. 

Thành phần vận tốc theo phương ngang u  ở vị trí 0.5x   và thành phần vận tốc 

theo phương đứng v  ở vị trí 0.5y   được trình bày ở hình 4.7 và 4.8 tương ứng. 

Kết quả cho thấy sự đồng thuận khá tốt của phương pháp đề xuất với kết quả của 

Cai và cộng sự [131]. 

 
Hình 4.6: Đường dòng của bài toán Lid-driven cavity  

với trụ tròn ở tâm miền tính toán. 
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Hình 4.7: Thành phần vận tốc theo phương ngang u  ở vị trí 0.5x    của bài toán 

Lid-driven cavity với trụ tròn ở tâm miền tính toán. 

 
HÌnh 4.8: Thành phần vận tốc theo phương đứng v  ở vị trí 0.5y   của bài toán 

Lid-driven cavity với trụ tròn ở tâm miền tính toán. 
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Để đánh giá ảnh hưởng của bước lưới đến độ chính xác của lời giải, chúng ta 

sẽ tiến hành khảo sát bài toán với các bước lưới khác nhau

 0.02500,  0.01250, 0.00625, 0.003125h  . Vì bài toán không có lời giải chính xác 

nên chúng ta sử dụng lời giải ở bước lưới 0.0015625h   như lời giải tham khảo để 

tính toán sai số. Bài toán được khảo sát đến thời điểm 0.2 st   với bước thời gian 

55 10t     s để đảm bảo sự ổn định của bài toán ở các bước lưới nhỏ. Hình 4.9 

trình bày các giá trị sai số của thành phần vận tốc theo phương ngang 
2ue . Từ kết 

quả ở hình 4.9 cho thấy sai số có bậc hội tụ khoảng 1.32. 

 

Hình 4.9: Sai số của thành phần vận tốc theo phương ngang ở các bước lưới khác 

nhau cho bài toán Lid-driven cavity với trụ tròn ở tâm miền tính toán. 

4.5.2. Bài toán dòng chảy qua một trụ tròn cố định  

Trong ví dụ kế tiếp là bài toán dòng chảy qua một trụ tròn cố định. Đây được 

xem là bài toán kinh điển để kiểm chứng phương pháp được đề xuất vì đã có rất 

nhiều các kết quả thực nghiệm và kết quả mô phỏng số cho bài toán này. Miền tính 

toán và điều kiện biên của bài toán được cho như hình 4.10. Chúng ta áp đặt điều 

kiện biên không trượt cho biên trên và biên dưới, điều kiện dòng chảy vào cho biên 

phải, dòng chảy ra cho biên trái. 
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Hình 4.10: Miền tính toán và điều kiện biên của bài toán  

dòng chảy qua một trụ tròn cố định. 

 

Sau đây, bài toán sẽ mô phỏng dòng chảy qua một trụ tròn có đường kính 

0.1D   được cố định tại vị trí  0.5,0.8  trong một miền chữ nhật 

   0,3.2 0,1.6   . Vận tốc dòng chảy vào 1u   và khối lượng riêng của lưu 

chất 1  . Mô phỏng lần lượt được thực hiện với các hệ số Reynolds khác nhau 

20Re  , 40 , 100  và 200 trên lưới tính toán 512 x 256 và 42 điểm lưới Lagrangian 

đại diện cho trụ tròn. Bước thời gian 
410t    s được sử dụng để mô phỏng bài 

toán. Các đại lượng không thứ nguyên được định nghĩa như sau 

Hệ số Reynolds: Re
u D


  (4.26)  

ở đây u  là vận tốc dòng chảy vào, D  là đường kính trụ tròn,   và   lần 

lượt là khối lượng riêng và độ nhơt của lưu chất 

Trục thời gian: 
u t

T
D

    (4.27)  

Hệ số cản: Lực cản trên vật thể được nhúng trong dòng chảy xuất phát từ hai 

nguồn đó là ứng suất trượt và sự phân bố áp suất dọc theo vật thể, hệ số cản không 

thứ nguyên được định nghĩa như sau 

2

2 d
d

F
C

u D 

   (4.28) 
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Với  dF  là lực cản được tính bởi d x xF f d F ds
 

    x ,  (4.29) 

Trong đó fx và Fx thành phần lực khối theo phương x của f và F tương ứng. 

Hệ số nâng: Khi xung quanh vật thể bắt đầu xuất hiện sự lan tỏa xoáy thì có 

một lực nâng được tạo bởi dòng lưu chất,  hệ số nâng không thứ nguyên được định 

nghĩa như sau 

2

2 l
l

F
C

u D 

  (4.30) 

với  lF là lực nâng được tính bởi l y yF f d F ds
 

    x ,  (4.31) 

trong đó fy và Fy thành phần lực khối theo phương  y của f và F tương ứng. 

Hệ số Strouhal: Khi dòng chảy chuyển từ trạng thái ổn định sang trạng thái 

không ổn định và phía sau vật thể sẽ xuất hiện sự lan tỏa xoáy, đồng thời sinh ra tần 

số mà xoáy được lan tỏa từ vật thể, hệ số Strouhal được tính bởi công thức sau 

qf D
St

u

  (4.32) 

với fq là tần số lan tỏa xoáy, thông số mới St được gọi là hệ số Strouhal. 

Trong tính toán thì chu kỳ Tp được đo lường một cách dễ dàng giữa hai làn xoáy, do 

đó    

  
1

q

p

f
T

  (4.33)  

và hệ số Strouhal có thể tính bằng công thức  

   
2

p

St
T

  (4.34)  

Ngoài ra ta cũng có thể đo lường được chiều dài của vùng xoáy sau trụ tròn 

bởi công thức wL D , ở đây WL  là chiều dài vùng xoáy đo theo phương x . 
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Hình 4.11 biểu diễn đường dòng ở hệ số Re 20  và Re 40 . Kết quả trên 

hình 4.11 cho ta thấy  ở những hệ số Reynolds thấp dòng chảy dần dần đạt trạng 

thái ổn định và có dòng đuôi sau trụ tròn ở dạng đối xứng. Khi đạt trạng thái ổn 

định, hệ số cản và chiều dài vùng tuần hoàn được tính toán và so sánh với kết quả 

tham khảo khác như trong bảng 4.1.  

 

Hình 4.11: Đường dòng của bài toán dòng chảy qua một trụ tròn cố định 

ở hệ số 20Re   và 40Re  . 

 

Nhìn chung, hệ số cản đạt được có sự tương đồng khá tốt so với các kết quả 

thực nghiệm đã tiến hành và phương pháp số khác. Về chiều dài vùng tuần hoàn 

cũng đạt kết quả rất tốt so với kết quả trong [135,137] nhưng vẫn có phần lớn hơn 

khoảng 11-14% so với các kết quả trong [84,134,136].  
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Sự phân bố áp suất và xoáy xung quanh trụ tròn ở hệ số 20Re   và 40Re     

được trình bày ở hình 4.12 và hình 4.13, chúng ta thấy sự phân bố áp suất và xoáy 

có sự tương đồng rất tốt với các kết quả ở các tài liệu tham khảo. 

 
(a) 20Re   

 

(b) 40Re   

Hình 4.12: Phân bố áp suất cho bài toán dòng chảy qua một trụ tròn  

ở hệ số 20Re   40Re  . 
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(a) 20Re   

 

(a) 40Re   

Hình 4.13: Đường bao xoáy cho bài toán dòng chảy qua trụ một tròn  

ở hệ số 20Re   và 40Re  . 
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Bảng 4.1: Chiều dài vùng xoáy và hệ số cản ở hệ số 20Re   và 40Re  . 

 Re 20   Re 40  

wL D  dC   wL D  dC  

Tritton [132] - 2.22  - 1.48 

Coutanceau và cộng sự [133] 0.73 -  1.89 - 

Calhoun và cộng sự [134] 0.91 2.19  2.18 1.62 

Lima và cộng sự [135] 1.04 2.04  2.55 1.54 

Rusell và cộng sự [136] 0.94 2.13  2.29 1.60 

Le và cộng sự [84] 0.93 2.05  2.22 1.56 

Le và cộng sự [137] 1.05 2.07  2.59 1.58 

Kang & Hassan [138] 0.91 2.09  2.25 1.57 

Luận án 1.05 2.27  2.42 1.69 

 

Đường dòng và áp suất ở hệ số Re 100  và Re 200  lần lượt được biểu 

diễn ở hình 4.14 và hình 4.15. Chúng ta thấy rằng, ở  các hệ số Reynolds  lớn sẽ 

xuất hiện sự bất đối xứng của đuôi sóng phía sau ống trụ. Hình 4.16 và hình 4.17 

lần lượt trình bày hệ số nâng và hệ số cản theo thời gian, tương ứng với  hệ số 

Reynolds Re 100  và Re 200 . Các giá trị của hệ số nâng, hệ số cản và số St  

được trình bày ở bảng 4.2 và được so sánh với các giá trị mô phỏng số khác. Từ kết 

quả ở bảng so sánh, chúng ta thấy rằng kết quả của phương pháp đề xuất có sự 

tương đồng rất tốt với các kết quả công bố trước đây, ngoại trừ hệ số cản dC  ở 

trường hợp 100Re  . Tuy nhiên, giá trị dC  cũng rất gần với giá trị được công bố 

bởi Lai và các cộng sự [45] (nhỏ hơn 1.2%). Từ bảng, cũng thấy rằng số St được 

tính toán trong luận án có sự tương đồng tốt với các kết quả của Le cùng cộng sự 

[84,137] và kết quả của Kang & Hassan [138]. 
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(a) Đường bao xoáy 

 

(b) Áp suất 

Hình 4.14: Đường bao xoáy và phân bố áp suất cho bài toán dòng chảy qua  

một trụ tròn ở hệ số Reynolds 100Re  . 
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(a) Đường bao xoáy 

 
(b) Áp suất 

Hình 4.15: Đường bao xoáy và phân bố áp suất cho bài toán dòng chảy qua  

một trụ tròn ở hệ số Reynolds 200Re  . 
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Hình 4.16: Hệ số nâng lC  và hệ số cản dC  theo thời gian cho bài toán  

dòng chảy qua một trụ tròn ở  hệ số 100Re  . 
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Hình 4.17: Hệ số nâng lC  và hệ số cản dC  theo thời gian cho bài toán 

dòng chảy qua một trụ tròn ở hệ số 200Re  . 
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Bảng 4.2: Hệ số cản DC , hệ số nâng LC  và số St  ở hệ số 100Re   và 200Re  . 

 Tác giả dC  lC  St  

100Re   Lai và cộng sự [45] 1.447 0.330  - 

 Calhoun và cộng sự [134] 1.33 0.014  0.298  0.175 

 Rusell và cộng sự [136] 1.38 0.007  0.300  0.169 

 Le và cộng sự [84] 1.37 0.009  0.323  0.160 

 Le và cộng sự [137] 1.39 0.009  0.346  0.160 

 Kang & Hassan [138] 1.399 0.343  0.162 

 Luận án 1.43±0.007  ±0.294  0.161 

     

200Re   Calhoun và cộng sự [134] 1.17 0.058  0.67  0.202 

 Rusell và cộng sự [136] 1.29 0.022  0.50  0.195 

 Le và cộng sự [84] 1.34 0.030  0.43  0.187 

 Le và cộng sự [137] 1.38 0.040  0.67  0.192 

 Luận án 1.32 0.025  0.491  0.189 

 

Để đánh giá ảnh hưởng của bước lưới đến độ chính xác của lời giải, chúng ta 

sẽ tiến hành khảo sát bài toán dòng chảy qua một trụ tròn cố định ở hệ số Re 100  

với các bước lưới khác nhau  0.0050, 0.00250, 0.00125h  . Vì bài toán không có 

lời giải chính xác nên lời giải ở bước lưới 0.000625h   được sử dụng như lời giải 

tham khảo để tính toán sai số. Bài toán được khảo sát đến thời điểm 0.2 st   với 

bước thời gian 
55 10t     s để đảm bảo sự ổn định của bài toán ở các bước lưới 

nhỏ. Hình 4.18 trình bày các giá trị sai số của thành phần vận tốc theo phương 

ngang 
2ue . Dựa vào kết quả ở hình 4.18 cho thấy sai số có bậc hội tụ khoảng 1.36. 
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Hình 4.18: Sai số của thành phần vận tốc theo phương ngang ở các bước lưới khác 

nhau cho bài toán bài toán dòng chảy qua một trụ tròn ở  hệ số 100Re  . 

Để đánh giá tốc độ tính toán của phương pháp PGD so với phương pháp sai 

phân hữu hạn, bài toán dòng chảy qua trụ tròn cố định ở hệ số Reynolds Re 100  

sẽ được khảo sát. Bài toán được thực hiện đến thời điểm 0.2 st   với bước thời 

gian 
55 10t     s. Hình 4.19 trình bày thời gian tính toán ở các bước lưới khác 

nhau, trong đó PGDt  và FDMt  lần lượt là thời gian tính toán của phương pháp PGD và 

phương phương pháp sai phân hữu hạn. Từ kết quả ở hình 4.19 cho thấy thời gian 

tính toán của phương PGD nhanh gấp 2.2 lần so với thời gian tính toán của phương 

pháp sai phân hữu hạn ở bước lưới 0.0063h   (512 256  điểm lưới). Tỉ lệ 

3.3FDM PGDt t   ở bước lưới 0.0031h   (1024 512  điểm lưới) và 4.6FDM PGDt t   

ở 0.0016h   ( 2048 1024  điểm lưới). 
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Hình 4.19: So sánh thời gian tính toán của phương pháp PGD với phương pháp sai 

phân hữu hạn cho bài toán dòng chảy qua trụ tròn cố định ở hệ số Re 100 .  

 

4.5.3. Bài toán trụ tròn dao động trực tuyến trong một miền                 

lƣu chất tĩnh 

Trong phần này, chúng ta xét dòng chảy được tạo ra bởi dao động của một 

trụ tròn trong một miền lưu chất tĩnh như trình bày ở hình 4.20. Chuyển động của 

trụ tròn được mô tả bởi dao động điều hòa như sau 

   0 2x t x Asin ft   (4.35) 

ở đây  x t  là tọa độ theo phương x  của tâm trụ tròn, 0x  là tọa độ theo 

phương x  của tâm trụ tròn tại thời điểm 0t  . A  và f  là biên độ và tần số dao 

động. Hai tham số xác định đặc tính của dòng chảy là: hệ số Reynolds 

axmRe U D   và  hệ số Keulegan-Carpenter axmKC U fD , ở đây axmU  là vận 

tốc cực đại của trụ tròn dao động. Bài toán này sẽ được tiến hành mô phỏng ở  

100Re   và 5KC   tương ứng với kết quả thực nghiệm và mô phỏng số của 

Dutsch và cộng sự [139]. 
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Hình 4.20: Điều kiện biên và miền tính toán của bài toán trụ tròn dao động  

trực tuyến trong một miền lưu chất tĩnh. 

 

Miền tính toán và điều kiện biên của bài toán được cho như hình 4.20. Miền 

tính toán được chọn là    0,32 0,16D D   . Vị trí ban đầu của tâm trụ tròn tại 

tâm của miền tính toán. Các điều kiện biên Neumann được áp đặt cho cả vật tốc và 

áp suất trên biên của miền tính toán. Một lưới đều 400 200  được sử dụng để rời 

rạc miền lưu chất trong khi trụ tròn được rời rạc bởi 42  điểm lưới. Bước thời gian 

410t    s được sử dụng để mô phỏng bài toán. 

Áp suất và đường bao xoáy ở 4 thời điểm khác nhau ( o2 0ft   , 
o96 , 

o192 , 
o288 ) được trình bày ở hình 4.21 và hình 4.22 . Chúng ta thấy rằng kết quả 

hiển thị đường bao xoáy và áp suất có sự tương đồng rất tốt với kết quả của Dutsch

và cộng sự [139]. Sự phát triển lực cản xF  theo chiều dao động được trình bày trong 

một chu kỳ dao động trong hình 4.23, kết quả cho thấy sự đồng thuận rất tốt với kết 

quả thực nghiệm của Dutsch và cộng sự [139]. 
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Hình 4.21: Áp suất cho bài toán trụ tròn dao động trực tuyến trong một miền lưu 

chất tĩnh ở các thời điểm khác nhau: o o o o2 0  , 96  , 192  , 288ft   . 
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Hình 4.22: Xoáy cho bài toán trụ tròn dao động trực tuyến trong một miền lưu chất 

tĩnh ở các thời điểm khác nhau: o o o o2 0  , 96  , 192  , 288ft   . 
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Hình 4.23: Đồ thị lực cản trong một chu kỳ dao động cho bài toán trụ tròn 

dao động trực tuyến trong một miền lưu chất tĩnh. 

4.5.4. Bài toán trụ tròn dao động cắt ngang trong một dòng chảy tự do 

Tiếp theo, chúng ta xét bài toán trụ tròn dao động cắt ngang một dòng chảy 

tự do như trình bày ở hình 4.24 . Chuyển động cắt ngang dòng chảy của trụ tròn 

được mô tả bởi dao động điều hòa như sau 

  0 cos(2 )ey t y A f t   (4.36) 

ở đây  y t  là tọa độ theo phương y  của tâm trụ tròn, 0y  là tọa độ theo 

phương y  của tâm trụ tròn tại thời điểm 0t  . Biên độ dao động của trụ tròn được 

chọn là 0.2A D , với D  là đường kính ống trụ. Hệ số Reynolds cho bài toán này 

được chọn là 185Re  . Chúng ta sẽ mô phỏng bài toán ở hai tần số dao động khác 

nhau 0.8e sf f  và 1.0 sf , ở đây sf  là tần số dao động xoáy tự nhiên cho trường 

hợp trụ tròn đứng yên ở hệ số Reynolds 185Re   ( 0.1852sf  ). 
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Hình 4.24: Điều kiện biên cho bài toán trụ tròn dao động cắt ngang  

trong một dòng chảy tự do. 

 

Miền tính toán là    0,32 0,16D D    được chia trên một lưới đều 

512 256 . Trụ tròn được rời rạc bằng 42  điểm lưới. Bước thời gian 
55 10t     s 

được sử dụng để mô phỏng bài toán. Điều kiện biên dòng vào ( 1, u u  0v  ) 

được áp đặt ở biên trái. Cả biên trên và biên dưới được áp đặt điều kiện biên không 

trượt ( 0, v=0u y   ), điều kiện biên dòng ra ( 0u x   , 0v x   ) được áp đặt 

cho biên phải của miền tính toán. 

Trường xoáy tức thời ở các thời điểm khác nhau được trình bày ở hình 4.25, 

cho thấy một xoáy có chu kỳ.  Đồ thị theo thời gian của hệ số nâng và hệ số cản 

được vẽ ở hình 4.26. Bảng 4.3 so sánh giá trị trung bình hệ số nâng và hệ số cản, 

qua đó cho thấy một sự tương đồng rất tốt với các kết quả ở tài liệu tham khảo. 
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Hình 4.25: Trường xoáy tức thời của bài toán trụ tròn dao động cắt ngang trong 

một dòng chảy tự do ở các tần số 0.8e sf f  và 1.1e sf f . 
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Hình 4.26: Đồ thị lực nâng và lực cản của bài toán trụ tròn dao động cắt ngang 

trong một dòng chảy tự do ở các tần số 0.8e sf f  và 1.1e sf f . 

 

 

 

 

 



119 

 

Bảng 4.3: Bảng so sánh lực cản trung bình và biên độ dao động của lực nâng và lực 

cản của bài toán trụ tròn dao động cắt ngang trong một dòng chảy tự do ở các tần số 

dao động 0.8e sf f  và 1.1e sf f . 

 Tác giả 
dC   '

d rms
C   'l rms

C  

0.8e sf f   Guilmineau & Queutey [140] 1.194 0.038 0.074 

 Kim & Choi [30] 1.235 0.037 0.068 

 Uhlmann [57] 1.380 - 0.176 

 Yang và cộng sự [63] 1.290 0.043 0.070 

 Cai [127] 1.229 0.036 0.235 

 Luận án 1.217 0.035 0.239 

     

1.0e sf f   Guilmineau & Queutey [140] 1.506 0.134 0.420 

 Kim & Choi [30] 1.537 0.140 0.376 

 Cai [127] 1.511 0.117 0.442 

 Luận án 1.477 0.102 0.436 

  

4.6. Kết luận 

Trong chương này đã đề xuất kết phương pháp IB với phương pháp PGD 

trong việc giải quyết các bài toán tương tác giữa dòng chảy nhớt không nén qua vật 

cản biên cứng. Sau đây là một số điểm nổi bật đã được trình bày ở chương này: 

 Đề xuất giải thuật kết hợp phương pháp IB với phương pháp PGD trong 

việc giải quyết bài toán tương tác giữa dòng chảy nhớt không nén qua vật 

cản biên cứng. 

 Áp dụng phương pháp đề xuất vào việc tính toán, mô phỏng các bài toán 

tương tác giữa dòng chất lỏng nhớt không nén qua vật cản biên cứng 

đứng yên và di chuyển: bài toán Lid-driven cavity với trụ tròn ở tâm miền 

tính toán, bài toán dòng chảy qua một trụ tròn ở các hệ số Reynolds khác 

nhau, bài toán dòng chảy qua một trụ tròn dao động trực tuyến và bài toán 

trụ tròn dao động cắt ngang một dòng chảy tự do. Điều đó cho thấy khả 

năng ứng dụng được cho nhiều bài toán khác nhau của phương pháp được 

đề xuất. 



120 

 

 Các kết quả mô phỏng về vận tốc, áp suất, đường dòng, xoáy, hệ số nâng 

và hệ số cản được trình bày và so sánh với các kết quả đã công bố. Từ các 

kết quả so sánh, cho thấy sự đồng thuận khá tốt của phương pháp đề xuất 

với các kết quả tham khảo đã công bố. 

 Các kết quả về sai số của phương pháp IB kết hợp với phương pháp PGD 

cho bài toán Lid-driven cavity với trụ tròn ở tâm miền tính toán và bài 

toán dòng chảy qua một trụ tròn  cố định hở hệ số Reynolds Re 100  đã 

được trình bày. Từ các kết quả về sai số cho thấy sai số của bài toán Lid-

driven cavity với trụ tròn ở tâm miền tính toán có bậc hội tụ là 1.32, trong 

khi đó sai số của bài toán dòng chảy qua một trụ tròn cố định có bậc hội 

tụ là 1.36. 

 So sánh về thời gian tính toán của phương pháp PGD với phương pháp 

sai phân hữu hạn cho bài toán dòng chảy nhớt không nén qua vật cản biên 

cứng được thực hiện với bài toán dòng chảy qua trụ tròn cố định ở hệ số 

Reynolds Re 100 . Kết quả cho thấy phương pháp PGD có thời gian 

tính toán tốt hơn phương pháp sai phân hữu hạn, cụ thể tỉ lệ 

2.2FDM PGDt t   với 512 256  điểm lưới và 4.6FDM PGDt t   với 

2048 1024  điểm lưới. 
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Chƣơng 5 

PHƢƠNG PHÁP BIÊN NHÚNG  KẾT HỢP VỚI 

PHƢƠNG PHÁP PGD CHO BÀI TOÁN DÒNG CHẢY 

NHỚT KHÔNG NÉN QUA VẬT CẢN BIÊN ĐÀN HỒI 

5.1. Giới thiệu 

Trong chương này sẽ đề xuất phương pháp IB kết hợp với phương pháp PGD 

để giải các bài toán dòng chảy nhớt không nén qua vật cản biên đàn hồi. Ảnh hưởng 

của biên đàn hồi lên lưu chất được thay thế bằng cách đưa  thành phần lực cưỡng 

bức vào phương trình chuyển động của lưu chất thông qua phương pháp IB. Sự 

phân ly giữa áp suất và vận tốc được thực hiện bằng phương pháp chiếu, sau đó 

phương pháp PGD được áp dụng để giải các phương trình vi phân đạo hàm riêng để 

tìm các biến của dòng chảy. 

5.2. Hệ phƣơng trình chuyển động 

Trong phần này, chúng ta bắt đầu với công thức toán cho phương trình 

chuyển động của dòng lưu chất nhớt không nén trong không gian hai chiều chứa 

một biên nhúng đàn hồi như hình 5.1.  

 

Hình 5.1: Hệ lưu chất – biên nhúng đàn hồi. 
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Các biến Euler được định nghĩa trên tọa độ Đề-các  ,x yx , và các biến 

Lagrange được định nghĩa trên hệ tọa độ vật lý s . Biến Euler bao gồm vận tốc 

      , , , ,t u t v tv x x x , áp suất  ,p tx , khối lượng riêng  ,t x  và lực khối 

      , , , ,x yt f t f tf x x x . Biến Lagrange bao gồm vị trí biên đàn hồi  ,s tX  và 

lực khối trên biên       , , , ,x ys t F s t F s tF . Phương trình chuyển động của hệ 

được cho như sau 

       , , ,t p t t
t

  
 

        
 

u
x u u u f x x g  (5.1) 

0 u  (5.2) 

      , , ,t s t s t ds


 f x F x X  (5.3) 

      , ,f st s s t ds   


  x x X  (5.4) 

 
         

,
, , , , ,

s t
s t s t t t s t d

t



   

 
x

X
U u X u x x X x  (5.5) 

ở đây hằng số   là hệ số nhớt của chất lỏng, 
f  là khối lượng trên mỗi đơn 

vị diện tích của chất lỏng,      x y  x  là hàm rời rạc Delta, g  là gia tốc trọng 

trường và  0, ygg  và  s s  là khối lượng riêng của vật thể ( chú ý rằng s  

không phụ thuộc thời gian vì khối lượng được bảo toàn). Lực khối trên biên  ,s tF  

được cho bởi đạo hàm biến phân “ E X ” của hàm năng lượng đàn hồi 

  ,E s tX . 

Phương trình (5.1) và (5.2) là phương trình chuyển động của lưu chất, 

phương trình (5.5) là phương trình chuyển động của biên nhúng đàn hồi. 
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5.3. Lực trên biên đàn hồi 

Trong phần này, công thức biên nhúng cho phương trình chuyển động của 

bài toán dòng chảy nhớt không nén qua vật cản biên đàn hồi được đề xuất bởi Zhu 

và Peskin [37] sẽ được dẫn ra. Xét s  là tọa độ cong gắn với tọa độ vật lý,  ,s tX  là 

vị trí của biên nhúng ở thời gian t  trong hệ tọa độ Đề-các. 

Chúng ta sẽ xác định lực đàn hồi được phát sinh do biến dạng của cấu trúc 

kết cấu trong mối quan hệ với hàm năng lượng đàn hồi   ,E s tX . 

Bây giờ chúng ta xét sự nhiễu loạn  ,s tX  của cấu trúc  ,s tX  

     , , ,s t s t s t X X X  (5.6) 

(chú ý rằng, ký tự  được sử dụng để ký hiệu cho toán tử biến phân thay vì 

ký tự truyền thống   bởi vì ký tự   đã được sử dụng để ký hiệu hàm Dirac delta). 

Kết quả của sự nhiễu loạn trong năng lượng đàn hồi sẽ là một hàm tuyến tính của sự 

nhiễu loạn trong cấu trúc của vật chất. Vì vậy, có thể viết như sau 

      , , ,E s t s t s t ds


       X F X  (5.7) 

Do định nghĩa, hàm  ,s tF  là đạo hàm biến phân của  ,E s t  X , và được 

ký hiệu “  ,s t E  F X ” (theo nguyên lý công ảo). Chúng ta phân ly hàm 

năng lượng đàn hồi E  thành năng lượng kéo sE  và năng lượng uốn bE . 

5.3.1. Lực kéo 

Năng lượng kéo được trình bày dưới dạng công thức như sau 

 
 

2

,1
, 1

2
s s

s t
E s t ds

s




 
        


X

X  (5.8) 

ở đây s  là hệ số kéo. 
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Chú ý rằng 
     

1 2

, , ,s t s t s t

s s s

    
  

   

X X X
 (5.9) 

Vì vậy  

         

       

 

 
  

1 2 1

1 2

, , , , ,1

2

, , , ,1
                  2

2

,
                   ,

,

s t s t s t s t s t

s s s s s

s t s t s t s t

s s s s

s t s
s t

ss t s





       
    

       

     
  

    

  
 

 

X X X X X

X X X X

X
X

X

 (5.10) 

Chúng ta áp dụng toán tử nhiễu loạn cho cả hai vế của phương trình (5.8), ta 

được 

 
 

   

 
  

2

,1
, 1

2

, ,
                      1 ,

,

s s

s

s t
E s t ds

s

s t s t s
s t ds

s ss t s









   
            

    
       





X
X

X X
X

X

 (5.11) 

Đặt 

   

 

  

, ,
1

,

,

s

s t s t s
U

s s t s

dV s t ds
s


    

        
 

  

X X

X

X

 (5.12) 

Thực hiện tích phân từng phần số hạng ở vế phải của phương trình (5.11), 

chúng ta tìm được 

 
   

 
 

   

 
 

, ,
, 1 ,

,

, ,
              1 ,

,

s s

s

s t s t s
E s t s t

s s t s

s t s t s
s t ds

s s s t s









   
            

    
           


X X
X X

X

X X
X

X

 (5.12) 



126 

 

Theo nguyên lý biến phân và các điều kiện biên thì thành phần thứ nhất của 

phương trình (5.12) bằng không, vì vậy 

 
   

 
 

, ,
, 1 ,

,
s s

s t s t s
E s t s t ds

s s s t s




    
                 


X X

X X
X

 (5.13) 

 Bằng định nghĩa, lực chống kéo-nén sF  được tính như sau 

 
   

 

, ,
, 1

,
s s

s t s t s
s t

s s s t s

    

          

X X
F

X
 (5.14) 

Đặt 

 ,
1s

s t
T

s

 

     

X
 ứng suất (5.15) 

 

 

,

,

s t s

s t s

 
 
 

X
τ

X
 tiếp tuyến đơn vị (5.16) 

Thay (5.15) và (5.16) vào phương trình (5.14) ta được công thức tính lực 

căng trên biên đàn hồi như sau 

   ,s s t T
s





F τ  (5.17) 

5.3.2. Lực uốn 

Năng lượng uốn được trình bày dưới dạng công thức như sau 

 
 

2
2

2

,1
,

2
b b

s t
E s t ds

s





    

X
X  (5.18) 

ở đây b  là độ cứng uốn. 

Chú ý rằng  
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2 2

2 2

2 2

, ,s t s t

s s

  
  

  

X X
 (5.19) 

vì vậy 

     

 
  

2
2 2 2

2 2 2

2 2

2

, , ,
2

,
                     2 ,

s t s t s t

s s s

s t
s t

s s

  
  

  

 
 

 

X X X

X
X

 (5.20) 

Áp dụng toán tử nhiễu loạn vào cả hai vế của phương trình (5.18), ta được 

 
 

 
  

2
2

2

2 2

2 2

,1
,

2

,
                      ,

b b

b

s t
E s t ds

s

s t
s t ds

s s









  
        

 
 

 





X
X

X
X

 (4.21) 

Đặt  

 

  

2

2

2

2

,

,

b

s t
U

s

dV s t ds
s


 


 


  
 

X

X

 (5.22) 

Thực hiện tích phân từng phần số hạng ở vế phải của phương trình (5.21), ta 

được 

 
 

  

 
  

2

2

2

2

,
, ,

,
                      ,

b b

b

s t
E s t s t

s s

s t
s t ds

s s s









 
       

  
  

   


X
X X

X
X

 (5.23) 
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Đặt 

 

  

2

2

,

,

b

s t
U

s s

dV s t ds
s


  

  
   


  

X

X

 (5.24) 

Thực hiện tích phân từng phần số hạng thứ hai ở vế phải của phương trình 

(5.23), ta được 

 
 

  

 
 

 
 

2

2

2

2

22

2 2

,
, ,

,
                      ,

,
                      + ,

b b

b

b

s t
E s t s t

s s

s t
s t

s s

s t
s t ds

s s













 
       

 
  
  

 
 

  


X
X X

X
X

X
X

 (5.25) 

Theo nguyên lý biến phân và các điều kiện biên thì các thành phần thứ nhất 

và thứ hai của phương trình (5.25) bằng không, vì vậy 

 
 

 
22

2 2

,
, ,b b

s t
E s t s t ds

s s




 
         


X

X X  (5.26) 

Từ phương trình (5.26), bằng định nghĩa ta có lực uốn trên biên đàn hồi được 

xác định như sau 

 22

2 2

,
b b

s t

s s

 

   
  

X
F  (5.27) 

Vì vậy, tổng lực khối Lagrange tương ứng với các lực được phát sinh do biên 

đàn hồi (lực kéo-nén và lực uốn) là 

     

 
 22

2 2

, , ,

,
          

s b

b

s t s t s t

s t
T

s s s
 

 

  
   
   

F F F

X  (5.28) 
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5.4. Phƣơng pháp số  

5.4.1. Lực kéo và lực uốn 

Gọi t  là bước thời gian và n  là chỉ số bước thời gian, ta có: 

 ,n s n t X X ,  ,n n t u u x ,  ,np p n t x ,  ,n n t  x . Lưới so le được 

sử dụng trong hệ tọa độ Lagrange như trình bày ở hình 5.1. Xét vật thể (biên đàn 

hồi) được trình bày bằng tập hợp các điểm rời rạc, s k s  , ở đây k  là một số 

nguyên. Lực kéo và pháp tuyến đơn vị được định nghĩa ở các điểm bán nguyên 

được cho bởi  1 2s k s   , và lực khối được định nghĩa ở các điểm nguyên. Chỉ 

số bắt đầu từ đầu tự do ( 0k  ) và kết thúc ở đầu cố định ( k N ). 

N1 2 ... N-1

3/2 5/2 ... N-1/2

F

(T,τ) 
 

Hình 5.2: Hệ tọa độ Lagrange cho biên đàn hồi. 

 

Xấp xỉ sai phân cho đạo hàm bậc nhất và đạo hàm bậc hai của một hàm bất 

kỳ  s  được tính như sau 

  2 2

s s
s s

s

s s

 


    
         

 
 (5.29) 

       

 

2

22

2s s s s s s

s s

        


 
 (5.30) 

5.4.1.1. Lực kéo tại các điểm trên biên nhúng 

Lực kéo trên biên đàn hồi được xác định bằng công thức sau 

 
   

 

, ,
, 1

,
s s

s t s t s
s t

s s s t s

    

          

X X
F

X
 (5.31) 
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Đặt 

1

1 2 1k k

k s
s

 



 
  

 

X X
T  (5.32) 

1
1 2

1

k k
k

k k











X X
τ

X X
 (5.33) 

ở đây 1,..., 1k N   vì hệ toạn độ Lagrang có  1N   điểm bán nguyên. 

Từ (5.31), (5.32) và (5.33) ta có công thức tính lực kéo tại điểm k  trên biên 

đàn hồi được tính như sau 

 
 1 2 1 2 1 2 1 2k k k k

s k s

   




T τ T τ
F  (5.34) 

5.4.1.2. Lực uốn tại các điểm trên biên nhúng 

Lực uốn trên biên đàn hồi được xác định bằng công thức sau 

 
 22

2 2

,
,b b

s t
s t

s s

 

   
  

X
F  (5.35) 

Đặt 
 

 

2

1 1

22

, 2k k k
k

s t

s s

 
  

 
 

X X X X
C  (5.36) 

Từ (5.35) và (5.36) ta có công thức tính lực uốn tại điểm k  trên biên đàn hồi 

được tính bằng công thức sau 

 
 

1 1

2

2k k k
b bk

s
   

 


C C C
F  (5.37) 

Như vậy, giả sử ở bước thời gian thứ n  chúng ta xác định được thành phần 

lực khối trên biên nhúng tại các điểm trên biên như sau 

   
n nn

k s bk k
 F F F  (5.38) 
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Bây giờ lực khối trên biên nhúng sẽ được phân bố đến các điểm lưới xung 

quanh trên miền lưu chất theo công thức sau 

 , ,

1

N
n n n n

i j k h i j k

k

s


  f F x X  (5.39) 

với  
,i jx và 

,i jf  là tọa độ điểm lưới  ,i j  và lực khối tương ứng tại điểm đó. 

 h x  là một hàm rời rạc delta hai chiều, 

  2

1
h

x y

h h h
  

   
    

   
x  (5.40) 

ở đây h  là kích thước lưới, x  và y  là hai thành phần tọa độ Đề-các của x  

và   r  là hàm rời rạc delta một chiều  và  r  được chọn như trong [61] như sau 

 

 

 

2

2

1
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 (5.41) 

Trong trường hợp biên đàn hồi có khối lượng, khối lượng riêng của hệ ở 

bước thời gian n  được tính như sau 

 , ,

1

N
n n n

i j f f h i j k

k

s   


    x X  (5.42) 

Vì lực khối được tính ở các điểm trên biên nhúng và mở rộng đến toàn bộ 

các điểm lưới, hệ phương trình Navier – Stokes sẽ được giải để tìm vận tốc và áp 

suất ở các điểm lưới lưu chất. Trường vận tốc sau đó được nội suy để tìm vận tốc tại 

các điểm trên biên nhúng như sau 

     1 1 1 1 2

, ,

,

n n n n

k k i j h i j k

i j

h    U X u x x X  (5.43) 
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Từ vận tốc tại các điểm trên biên nhúng, vị trí của các điểm biên được xác 

định theo công thức sau 

 1 1n n n

k k k kt  X X U X  (5.44) 

5.4.2. Phƣơng pháp chiếu  

Ở phần này, phương pháp chiếu [124] được áp dụng để phân ly vận tốc và áp 

suất trong hệ phương trình Navier-Stokes. Các bước của phương pháp chiếu được 

sử dụng trong phần này tương tự như như ở chương 3, tuy nhiên cần lưu ý có một 

điểm khác biệt đó là sự xuất hiện của thành phần lực f  và   ,t x g  trong 

phương trình Navier-Stokes. Trong phương  pháp chiếu, việc rời rạc hệ phương 

trình (5.1) và (5.2) được trình bày như sau: 

 
1

1
n n

n n n n n n n np
t

   



       



u u
u u u f g  (5.45) 

1 0n u  (5.46) 

với điều kiện biên 

1 1n n

b

 

 u u  (5.47) 

Hệ phương trình (5.45) – (5.47) được giải theo trình tự như sau: 

Bước 1: tính trực tiếp vận tốc trung gian 
*

u  từ phương trình động lượng 

(5.45) bỏ qua thành phần gradient áp suất 

 
1n

n n n n

n nt



 

 
      



u u
u u u f g  (5.48) 

ở đây 
n

u  là vận tốc ở bước thời gian thứ n . 

Bước 2: Hiệu chỉnh áp suất 

1
n

np
t

   


u  (5.49) 
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Đây là phương trình Poisson cho áp suất, giải phương trình này chúng ta sẽ 

tìm được áp suất ở bước thời gian 1n . 

Bước 3: Cập nhật vận tốc ở bước thời gian 1n . 

1 1n n

n

t
p



  
  u u  (5.50) 

5.5. Giải thuật tổng quát 

Trong phần này sẽ trình bày giải thuật tổng quát của phương pháp IB kết hợp 

với phương pháp PGD cho bài toán dòng chảy nhớt không nén qua vật cản biên đàn 

hồi. Các bước của giải thuật được tiến hành tương tự như giải thuật cho bài toán 

dòng chảy nhớt không nén qua vật cản biên cứng đã trình bày ở chương 4, ngoại trừ 

bước tính lực trên biên đàn hồi có sự khác biệt với bước tính lực trên biên cứng như 

đã trình bày ở chương 4. 

Ở bước thời gian thứ n  chúng ta đã biết trường vận tốc 
n

u , áp suất np  của 

lưu chất 
n

u , và vị trí của biên nhúng đàn hồi n
X . Để giải quyết bài toán ở bước thời 

gian thứ 1n , chúng ta tiến hành các bước sau: 

Bước 1: tính lực khối trên biên nhúng n
F  từ các phương trình (5.34), (5.37) 

và (5.38). 

Bước 2: phân bố lực cưỡng bức từ các điểm trên biên nhúng đến các điểm 

lưới lưu chất xung quanh theo công thức (5.39), và tính khối lượng riêng n  bằng 

công thức (5.42). 

Bước 3: cập nhật vận tốc trung gian 
*

u  từ phương trình (5.48). 

Bước 4: giải phương trình Poisson áp suất (5.49) bằng phương pháp PGD để 

tìm 1np   ở dạng 

   1

1

N
n i i

i

p F x G y



  (5.51) 
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Bước 5: sử dụng công thức (5.50) để tìm 
1n

u . 

Bước 6: nội suy tìm vậy tốc biên nhúng 
1n

U  bằng công thức (5.43) 

Bước 7: tìm vị trí biên nhúng ở bước thời gian mới 1n
X  từ phương trình 

(5.44). 

Hình 5.3 trình bày sơ đồ giải thuật của phương pháp IB kết hợp với phương 

pháp PGD cho bài toán dòng chảy nhớt không nén qua vật cản biên đàn hồi. Trong 

sơ đồ giải thuật, các bước tính lực tại các điểm trên biên nhúng, phân bố lực đến các 

điểm lưới trên miền lưu chất, tính vận tốc và áp suất của lưu chất và cập nhật vận 

tốc của biên nhúng đã được trình bày. Chi tiết về giải thuật giải phương trình 

Poisson cho áp suất bằng phương pháp PGD đã được trình bày cụ thể ở phần 3.6. 
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Hình 5.3: Sơ đồ giải thuật kết hợp phương pháp IB với phương pháp PGD  

cho bài toán dòng chảy nhớt không nén qua vật cản biên đàn hồi. 
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5.6. Kết quả mô phỏng số 

5.6.1. Bài toán tƣơng tác giữa dòng chảy nhớt không nén với một sợi đàn 

hồi 

Các bài toán liên quan đến sự tương tác giữa lưu chất với vật thể đàn hồi 

ngày càng phổ biến và được mở rộng nghiên cứu. Trong phần này chúng ta sẽ tiến 

hành mô phỏng dòng chảy nhớt không nén tương tác với sợi đàn hồi. Zhang [41] đã 

nghiên cứu thực nghiệm động lực học của sợi đàn hồi trong một dòng chảy nhớt 

không nén như hình 5.4. 

 

Hình 5.4: Dòng chảy nhớt không nén qua một sợi đàn hồi. 

 

Sau đây là một số giả thiết được thực hiện trong việc mô phỏng bài toán sợi 

đàn hồi trong dòng chảy nhớt không nén: 

 Sợi đàn hồi là đường cong một chiều bỏ qua thể tích và khối lượng, 

được phân bố đều trên đường cong một chiều này và được nhúng hoàn 

toàn trong miền lưu chất. Sợi đàn hồi ứng xử như là một sợi vật liệu 

đàn hồi tuyến tính, có thể bị kéo, nén và uốn. 
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 Dòng chảy là một màng lưu chất nhớt, không nén với chiều dày bằng 

không. Lực căng bề mặt giữa lưu chất và sợi đàn hồi có ảnh hưởng 

không đáng kể trên chuyển động của sợi đàn hồi. Dòng chảy của lưu 

chất là một dòng chảy tầng trong mặt phẳng hai chiều được mô tả bằng 

hệ phương trình Navier-Stokes không nén. 

 Hệ sợi đàn hồi-lưu chất không bị ảnh hưởng lớn bởi chiều dài của miền 

lưu chất hoặc điều kiện dòng chảy ra ở bên dưới của miền lưu chất. 

 Hệ số độ cứng đàn hồi kéo trong mô phỏng được chọn để sợi đàn hồi 

không bị kéo dài ra. 

Các thông số mô phỏng của bài toán được trình bày như trong bảng 5.1. 

Bảng 5.1: Thông số mô phỏng của bài toán tương tác giữa dòng chảy  

nhớt không nén với một sợi đàn hồi. 

 Giá trị thực nghiệm [41] Giá trị mô phỏng 

Vận tốc dòng chảy vào ( 0v ) 280 cm/s  280 cm/s  

Độ nhớt động lực học của lưu chất ( ) 31.2 10  g/s  
31.2 10  g/s  

Khối lượng riêng của lưu chất (
f ) 4 23 10  g/cm  

4 23 10  g/cm  

Chiều dày miền lưu chất   43 4 10  cm   0.0 cm  

Đường kính sợi đàn hồi 0.015 cm  0.0 cm  

Chiều dài sợi đàn hồi ( L ) 3 cm  3 cm  

Khối lượng riêng của sợi đàn hồi  s  
44 10  g/cm  

44 10  g/cm  

Độ cứng của sợi đàn hồi  b  0.1 erg.cm  0.1 erg.cm  

Gia tốc trọng trường  yg  2980 cm/s  
2980 cm/s  

Chiều rộng miền lưu chất  8.5 cm  8.5 cm  

Chiều dài miền lưu chất  120 cm  17 cm  
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Điều kiện biên dòng chảy vào được áp đặt ở biên trên trong khi điều kiện 

dòng chảy ra được áp đặt ở biên dưới của miền tính toán. Biên trái và biên phải của 

miền tính toán được áp đặt điều kiện biên không trượt. Mô phỏng được trình bày 

trên lưới tính toán là 200 400 . Chúng ta sử dụng 18 điểm rời rạc để trình bày sợi 

đàn hồi. Bước thời gian 
55 10t     s được sử dụng để mô phỏng bài toán. Hai kỹ 

thuật hiển thị khác nhau được sử dụng, đó là trường áp suất và đường bao xoáy 

tương ứng.  

   

Hình 5.5: Một sợi đàn hồi không khối lượng trong dòng chảy nhớt không nén ở 

thời điểm t 0.5 s . Hình trái: trường áp suất; hình phải: đường bao xoáy. 
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Hình 5.6: Đường bao xoáy quanh một sợi đàn hồi có khối lượng trong dòng chảy 

nhớt không nén ở các thời điểm khác nhau. 
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Hình 5.7: Trường áp suất quanh một sợi đàn hồi có khối lượng trong dòng chảy 

nhớt không nén ở các thời điểm khác nhau. 
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Hình 5.5 cho thấy rằng, kết quả mô phỏng của một sợi đàn hồi không khối 

lượng trong dòng chảy nhớt không nén. Với vận tốc vào 0v  là 280 cm/s , chiều dài 

sợi đàn hồi là 3 cm . Vị trí ban đầu của sợi đàn hồi là tạo thành một góc 
05  so với 

phương thẳng đứng. Kết quả là sợi đàn hồi trở về trạng thái nghỉ (bị kéo thẳng và 

cùng chiều với chiều dòng chảy) sau một vài dao động. Chúng ta thấy rằng một sợi 

đàn hồi không khối lượng trong dòng chảy nhớt không nén không thể thực hiện dao 

động duy trì. Sau một vài dao động, nó sẽ luôn trở về vị trí thẳng đứng. Vì vậy trạng 

thái thẳng đứng là ổn định toàn cục. 

Hình 5.6 và hình 5.7 trình bày trường áp suất và đường bao xoáy với thông 

số mô phỏng tương tự như trường hợp được trình bày trong hình 5.5, ngoại trừ 

trong trường hợp này sợi đàn hồi có khối lượng. Sự thay đổi theo thời gian của tọa 

độ theo phương x  của đầu tự do sợi đàn hồi được trình bày ở hình 5.8. Từ kết quả 

mô phỏng chúng ta thấy tần số dao động của sợi đàn hồi khoảng 48  Hz (thấp hơn 

khoảng 4%  với quan sát thực nghiệm [41]-50 Hz) và biên độ dao động của đầu tự 

do khoảng 1.6 cm (cao hơn khoảng 6.67%  với quan sát thực nghiệm [41]-1.5  cm). 

Dao động của sợi đàn hồi được tự duy trì và tuần hoàn theo thời gian. 

 
Hình 5.8: Tọa độ theo phương x  của đầu tự do sợi đàn hồi. 
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Để khảo sát ảnh hưởng của bước lưới đến độ chính xác của lời giải, chúng ta 

sẽ tiến hành khảo sát bài toán với các bước lưới khác nhau

  0.10,  0.050, 0.0250h  . Vì bài toán không có lời giải chính xác nên chúng ta sử 

dụng lời giải ở bước lưới 0.0125h   như lời giải tham khảo để tính toán sai số. Bài 

toán được khảo sát đến thời điểm 0.02 st   với bước thời gian 
61 10t     s để 

đảm bảo sự ổn định của bài toán ở các bước lưới nhỏ. Hình 5.9 trình bày các giá trị 

sai số của thành phần vận tốc theo phương ngang  
2ue . Từ kết quả ở hình 5.9 cho 

thấy bậc hội tụ khoảng 1.15. 

 

Hình 5.9: Sai số của thành phần vận tốc theo phương ngang ở các bước lưới khác 

nhau cho bài toán tương tác giữa dòng chảy nhớt không nén với một sợi đàn hồi. 

Để đánh giá tốc độ tính toán của phương pháp PGD so với phương pháp sai 

phân hữu hạn, bài toán tương tác giữa dòng chảy nhớt không nén với một sợi đàn 

hồi được khảo sát đến thời điểm 0.02 st   với bước thời gian 
61 10t     s . Hình 

5.10 trình bày thời gian tính toán ở các bước lưới khác nhau, trong đó PGDt  và FDMt  

lần lượt là thời gian tính toán của phương pháp PGD và phương phương pháp sai 

phân hữu hạn. Từ kết quả ở hình 5.10 cho thấy thời gian tính toán của phương PGD 

nhanh gấp 1.6 lần so với thời gian tính toán của phương pháp sai phân hữu hạn ở 
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bước lưới 0.05h   (170 340  điểm lưới). Tỉ lệ 2.5FDM PGDt t    ở số điểm lưới 

340 680  ( 0.025h  ) và 3.6FDM PGDt t   ở số điểm lưới 680 1360  ( 0.0125h  ). 

 

Hình 5.10: So sánh thời gian tính toán của phương pháp PGD với  

phương pháp sai phân hữu hạn cho bài toán tương tác giữa dòng chảy 

nhớt không nén với một sợi đàn hồi. 

5.6.2. Bài toán tƣơng tác giữa dòng chảy nhớt không nén với hai sợi đàn 

hồi 

Trong phần này, chúng ta sẽ mô phỏng tương tác giữu dòng chảy nhớt không 

nén với hai sợi đàn hồi như trình bày ở hình 5.11, miền tính toán và điều kiện biên 

tương tự như trong trường hợp một sợi đàn hồi như mô tả ở phần trên. Sự chuyển 

động của một sợi đàn hồi sẽ trở nên phức tạp hơn khi có một sợi đàn hồi khác ở gần 

do sự tương tác với xoáy sinh ra từ sợi còn lại, cũng nhưng là sự tương tác giữa hai 

sợi đàn hồi với nhau. Quan sát thực nghiệm [41] chỉ ra rằng, khi khoảng cách giữa 

hai sợi đàn hồi d  là đủ nhỏ ( 0.21 0.04d L   , với L  là chiều dài của sợi đàn hồi), 

thì các sợi đàn hồi sẽ dao động cùng pha với nhau, nhưng khi d  đủ lớn                    

( 0.21d L  ), thì chúng sẽ chuyển sang trạng thái dao động lệch pha. 
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Hình 5.11: Dòng chảy nhớt không nén qua hai sợi đàn hồi. 

 

Bảng 5.2: Thông số mô phỏng của bài toán tương tác giữa dòng chảy  

nhớt không nén với hai sợi đàn hồi. 

 Giá trị thực nghiệm [41] Giá trị mô phỏng 

Vận tốc dòng chảy vào ( 0v ) 220 cm/s  220 cm/s  

Độ nhớt động lực học của lưu chất ( ) 31.2 10  g/s  
31.2 10  g/s  

Khối lượng riêng của lưu chất (
f ) 4 23 10  g/cm  

4 23 10  g/cm  

Chiều dày miền lưu chất   43 4 10  cm   0.0 cm  

Đường kính sợi đàn hồi 0.015 cm  0.0 cm  

Chiều dài sợi đàn hồi ( L ) 3.6 cm  3.6 cm  

Khối lượng riêng của sợi đàn hồi  s  
44 10  g/cm  

44 10  g/cm  

Độ cứng của sợi đàn hồi  b  0.1 erg.cm  0.1 erg.cm  

Gia tốc trọng trường  yg  2980 cm/s  
2980 cm/s  

Chiều rộng miền tính toán 8.5 cm  8.5 cm  

Chiều dài miền tính toán  120 cm  17 cm  
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Các thông số trong mô phỏng của chúng ta được trình bày trong bảng 5.2. 

Mô phỏng được thực hiện trên lưới 200 400 . Chúng ta sử dụng 22 điểm rời rạc để 

trình bày sợi đàn hồi. Bước thời gian 
55 10t     s được sử dụng để mô phỏng bài 

toán. Khoảng cách giữa 2 sợi đàn hồi d  lần lượt được chọn là 0.1L  và 0.3L . 

Hình 5.12 và 5.13 trình bày kết quả mô  phỏng về đường bao xoáy và trường 

áp suất bao quanh hai sợi đàn hồi cách nhau một khoảng 0.1d L . Vận tốc vào 

 0v  là 220 cm/s , chiều dài sợi  L  là 3.6 cm . Vị trí ban đầu của hai sợi đàn hồi là 

đối xứng một góc 
015  so với phương thẳng đứng (sợi bên trái tạo thành một góc 

015  so với phương thẳng đứng, trong khi sợi bên phải tạo một góc 
015  so với 

phương thẳng đứng). Kết quả mô phỏng cho thấy rằng dao động của hai sợi đàn hồi 

(bắt đầu từ vị trí ban đầu và sau xấp xỉ một dao động) là đồng pha. Trong mỗi chu 

kỳ, xoáy được tỏa ra từ hai đầu tự do với chiều luân phiên, sợi phía bên trái tạo ra 

xoáy ngược chiều kim đồng hồ, trong khi sợi bên phải tạo xoáy cùng chiều kim 

đồng hồ. Dao động song song tự duy trì liên tục và tuần hoàn theo thời gian. Hình 

5.14 trình bày tọa độ theo phương x của đầu tự do mỗi sợi đàn hồi như là một hàm 

của thời gian. Tần số dao động của đầu tự do sợi đàn hồi khoảng 25Hz, kết quả này 

có sự tương đồng tốt với kết quả của Zhu và Peskin [141] (29 Hz). Dao động của 

các sợi đàn hồi là lệch pha trong suốt giai đoạn ban đầu nhưng có sự thay đổi từ từ 

và chuyển sang trạng thái dao động đồng pha ở khoảng thời gian t 0.27  s.  

 

 



146 

 

  

  
Hình 5.12: Đường bao xoáy quanh hai sợi đàn hồi có khối lượng trong dòng chảy 

nhớt không nén ở các thời điểm khác nhau với 0.1d L . 
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Hình 5.13: Trường áp suất quanh hai sợi đàn hồi có khối lượng trong dòng chảy 

nhớt không nén ở các thời điểm khác nhau với 0.1d L . 
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Hình 5.14: Tọa độ đầu tự do theo phương x  của hai sợi đàn hồi  

như một hàm theo thời gian với 0.1d L . 

 

Với 0.3d L  (tất cả các thông số mô phỏng được giữ nguyên như trường 

hợp 0.1d L ), dao động của hai sợi là ngược pha và các xoáy lan tỏa từ các sợi là 

đối xứng như hình 5.15 và hình 5.16. Các sợi thiết lập trạng thái dao động ngược 

pha ổn định. Khi hai đầu tự do của sợi đạt đến biên độ cực đại thì các xoáy có dấu 

ngược nhau (sợi bên trái tạo xoáy ngược chiều kim đồng hồ trong khi sợi bên phải 

tạo xoáy cùng chiều kim đồng hồ). Hình 5.17 trình bày tọa dộ theo phương x  của 

hai đầu tự do như một hàm theo thời gian. Tần số dao động là khoảng 38Hz, cao 

hơn 35%  tần số dao động trong trường hợp đồng pha. Kết quả về tần số dao động  

đạt được ở trường hợp này có sự đồng thuận khá tốt với kết quả của Zhu & Peskin 

[141]  (41 Hz). 
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Hình 5.15: Đường bao xoáy quanh hai sợi đàn hồi có khối lượng trong dòng chảy 

nhớt không nén ở các thời điểm khác nhau với 0.3d L . 
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Hình 5.16: Trường áp suất quanh hai sợi đàn hồi có khối lượng trong dòng chảy 

nhớt không nén ở các thời điểm khác nhau với 0.3d L . 
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Hình 5.17: Tọa độ đầu tự do theo phương x  của hai sợi đàn hồi như một hàm  

theo thời gian với 0.3d L . 

5.6.3. Bài toán sợi đàn hồi khép kín trong miền lƣu chất tĩnh 

Trong phần này, chúng ta sẽ xét một bài toán tương tác rắn – lỏng khác, một 

màng đàn hồi khép kín bị kéo căng nhưng không giãn trong một miền lưu chất nhớt 

không nén được. Trạng thái ban đầu của sợi đàn hồi là một elip với bán kính lớn là 

0.4a   và bán kính nhỏ 0.2b  . Elip được định vị ở tâm của miền tính toán. Giả 

sử lực gây ra bởi màng đàn hồi tại điểm  ,s tX  chỉ là lực đàn hồi và được cho như 

sau 

      , , ,s t T s t s t
s





f τ  (5.52) 

ở đây  ,T s t  là ứng suất của sợi đàn, được định nghĩa bởi công thức sau 

 
 ,

, 1
s t

T s t
s


 

    

X
 (5.53) 

và  ,s tτ  là véc tơ tiếp tuyến đơn vị với mặt phân cách tại điểm này 

 ,
s

s t
s

 

 

X
τ

X
 (5.54) 
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 Bởi vì điều kiện không nén, chúng ta mong đợi rằng màng đàn hồi sẽ dãn ra 

đến trạng thái cân bằng với bán kính 0.2828r ab  . Chúng ta bắt đầu mô phỏng 

bằng cách đặt trường vận tốc và áp suất ban đầu đều bằng không. Miền tính toán là 

   0,  1 0,  1   . Vị trí ban đầu của màng đàn hồi được cho như sau 

     
1 1

,0 cos 2 ,  sin 2
2 2

s a s b s 
 

   
 

X  (5.55) 

Các thông số mô phỏng của bài toán được cho như sau 1  , 1   và hằng 

số lò xo của màng đàn hồi 10000s  . Bài toán sử dụng 64 64  điểm lưới để rời 

rạc miền lưu chất và 192 điểm lưới để rời rạc sợi đàn hồi, bước thời gian sử dụng 

trong mô phỏng là 
51 10t     s. 

 

Hình 5.18: Cấu trúc ban đầu và trạng thái cân bằng của sợi đàn hồi khép kín. 

 

Hình 5.19 trình bày trường vận tốc và sự phát triển của hệ ở các bước thời 

gian đầu tiên và 0.0010t  , 0.0015 , 0.0020 , 0.0035 , 0.0045 . Từ hình vẽ, chúng ta 
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thấy rằng sự chuyển động hồi phục của sợi đàn hồi khép kín gây ra một dòng chảy 

dao động với các xoáy ở các góc chéo. Các kết quả này có sự thống nhất với các kết 

quả tham khảo khác [142, 143]. 

Hình 5.20 trình bày sự phân bố áp suất ở các thời điểm khác nhau. Có thể 

thấy rằng lực co của biên tạo ra một áp suất nhảy đứng bên trong và bên ngoài sợi 

đàn hồi (khép kín). Các kết quả từ hình vẽ cho thấy sự đồng thuận rất tốt với các 

báo cáo trong các tài liệu tham khảo. Bảng 5.3 so sánh sự mất mát diện tích tính 

toán của phương pháp được đề xuất ở thời điềm 0.020t   s. Từ kết quả so sánh cho 

thấy sự đồng thuận rất tốt của phương pháp đề xuất với các kết quả tham khảo [144, 

145]. 

Bảng 5.3: So sánh sự mất mát diện tính tính toán của sợi đàn hồi  

khép kín ở thời điểm 0.020t   s. 

Tác giả Số điểm 

lưới lưu chất 

x yn n  

Số điểm rời rạc 

màng đàn hồi 

bn  

Diện tích 

tính toán 

A  

Diện tích 

mất mát 

% 

Stockie và cộng sự [144] 64 64  192  - 4.4 

Stockie [145] 64 64  192  - 7.6 

Luận án 64 64  192  0.2401 4.7 
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Hình 5.19: Trường vận tốc và biên dạng của sợi đàn hồi ở các                              

thời điểm khác nhau. 
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Hình 5.20: Phân bố áp suất xung quanh sợi đàn hồi ở các thời điểm khác nhau. 
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5.7. Kết luận 

Trong chương này đã đề xuất việc kết hợp giữa phương pháp IB với phương 

pháp PGD để giải các bài toán dòng chảy nhớt không nén qua vật cản biên đàn hồi. 

Dưới đây là một số kết quả đạt được ở chương này: 

 Xây dựng giải thuật kết hợp giữa phương pháp IB với phương pháp 

PGD trong việc giải các  bài toán tương tác giữa lưu chất với vật cản 

biên đàn hồi. 

 Áp dụng phương pháp đề xuất trong việc mô phỏng các bài toán như: 

bài toán tương tác giữa dòng chảy nhớt không nén qua một sợi đàn hồi, 

tương tác giữa dòng chảy với hai sợi đàn hồi và bài toán sợi đàn hồi 

khép kín trong miền lưu tĩnh. Từ đó, cho thấy khả năng áp dụng của 

phương pháp đề xuất có thể áp  dụng với nhiều bài toán khác nhau. 

 Các kết quả mô phỏng được trình bày và so sánh với các kết quả trong 

các công bố khoa học trước. Từ đó, cho thấy sự đồng thuận rất tốt của 

kết quả đề xuất với các kết tham khảo khác. 

 Các kết quả khảo sát về sai số của phương pháp IB kết hợp với phương 

pháp PGD cho bài toán dòng chảy nhớt không nén qua vật cản biên đàn 

hồi được thực hiện. Kết quả cho thấy sai số của bài toán tương tác giữa 

dòng chảy với một sợi đàn hồi có bậc hội tụ khoảng 1.15. 

 So sánh về thời gian tính toán của phương pháp PGD so với phương 

pháp sai phân hữu hạn được thực hiện với bài toán dòng chảy nhớt 

không nén tương tác với một sợi đàn hồi. Từ kết quả so sánh cho thấy 

thời gian tính toán của phương pháp PGD có ưu thế rất tốt so với 

phương pháp sai phân hữu hạn, tỉ lệ 2.5FDM PGDt t   ở 340 680  điểm 

lưới và 3.6FDM PGDt t   ở 680 1360  điểm lưới. 

Các công bố khoa học được thực hiện từ chương này: 

1. Cuong Q. Le, H. Phan-Duc, Son H. Nguyen, “Immersed Boundary 

Method Combined With Proper Generalized Decomposition For Simulation Of A 



157 

 

Flexible Filament In A Viscous Incompressible Flow,” Vietnam Journal of 

Mechanics, 2017 (2), 109-119, ISSN: 0866-7136. 

2. Lê Quốc Cƣờng, Nguyễn Hoài Sơn, Phan Đức Huynh, “Mô phỏng số 

tương tác giữa dòng chảy nhớt không nén với sợi đàn hồi bằng phương pháp Proper 

Generalized Decomposition kết hợp với phương pháp biên nhúng,” Tuyển tập công 

trình Hội nghị Cơ học kỹ thuật toàn quốc, 2015, 35-44, ISBN: 978-604-84-1272-2. 
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Chƣơng 6 

KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

6.1. Kết luận 

Thông qua các kết quả đạt được trong suốt quá trình nghiên cứu, luận án rút 

ra một số kết luận như sau: 

 Luận án đã áp dụng phương pháp PGD kết hợp với phương pháp sai 

phân hữu hạn để giải các phương trình vi phân đạo hàm riêng bậc cao 

trong không gian hai chiều và không gian ba chiều, đặc biệt với phương 

trình Biharmonic trong không gian ba chiều đã được giải bằng phương 

pháp PGD kết hợp với phương pháp sai phân hữu hạn với sai số đạt 

được là 
91.44 10  với số điểm lưới trên mỗi chiều 64n   nhưng chỉ 

với thời gian giải 0.156t   s. Các kết quả tính toán cho thấy sự vượt 

trội về tốc độ tính toán của phương pháp PGD với các kết quả tham 

khảo. 

 Luận án đã đề xuất giải thuật và giải các bài toán về dòng chảy nhớt 

không nén ở các điều kiện biên và miền vật lý khác nhau bằng phương 

pháp PGD kết hợp với phương pháp sai phân hữu hạn. Với bài toán 

Lid-driven cavity, các kết quả về hình dạng của đường dòng, xoáy và 

tọa độ của tâm xoáy trung tâm ở các hệ số Reynolds khác nhau cho 

thấy sự đồng thuận khá tốt với các kết quả tham khảo. Ở bài toán 

Backward-facing step, các kết quả về đường dòng và chiều dài vùng 

xoáy cũng cho thấy sự tương đồng với các kết quả khảo đã công bố. 

Các kết quả khảo sát về sai số cho thấy bậc hội tụ của phương pháp đề 

xuất có bậc cao hơn bậc nhất. Thời gian tính toán của phương pháp 

PGD so với phương pháp sai phân hữu hạn cũng được khảo sát với bài 

toán Lid-driven cavity, kết quả cho thấy lời giải PGD có thời gian vượt 
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trội hơn so với phương pháp sai phân hữu hạn ( / 3.1FDM PGDt t   với 

640 640  điểm lưới). 

 Luận án đã đề xuất kết hợp phương pháp IB kết hợp với phương pháp 

PGD để giải quyết các bài toán tương tác giữa lưu chất với vật cản biên 

cứng đứng yên và di chuyển. Các bài toán minh họa về dòng chảy nhớt 

không nén qua trụ tròn đứng yên và trụ tròn di chuyển ở các điều kiện 

biên và hệ số Reynolds khác nhau đã được mô phỏng. Các kết quả mô 

phỏng cho thấy sự đồng thuận khá tốt của phương pháp đề xuất với các 

kết quả tham khảo. Đánh giá sai số của phương pháp đề xuất cũng được 

thực hiện ở bài toán Backward-facing step flow với trụ tròn ở tâm của 

miền tính toán và bài toán dòng chảy qua một trụ tròn cố định. Sai số 

của bài toán Backward-facing step flow với trụ tròn ở tâm của miền 

tính toán có bậc hội tụ là 1.32, trong khi đó sai số của bài toán dòng 

chảy qua một trụ tròn cố định có bậc hội tụ là 1.36. 

 Luận án đã đề xuất kết hợp phương pháp IB và phương pháp PGD để 

giải quyết các bài toán dòng chảy nhớt không nén qua vật cản biên đàn 

hồi. Các kết quả khảo sát về dòng chảy và sợi đàn hồi được trình bày và 

so sánh với các kết quả nghiên cứu cho thấy sự đồng thuận rất tốt của 

phương pháp mà luận án đã đề xuât. Sai số của phương pháp đề xuất 

được khảo sát với bài toán dòng chảy nhớt không nén qua một sợi đàn 

hồi, kết quả cho thấy sai số có bậc hội tụ là 1.15. Thời gian tính toán 

của phương pháp PGD và phương pháp sai phân hữu hạn cũng được 

khảo sát trong trường hợp bài toán dòng chảy nhớt không nén qua một 

sợi đàn hồi, kết quả cho thấy ưu điểm về thời gian tính toán của phương 

pháp PGD so với phương pháp sai phân hữu hạn, tỉ lệ 2.5FDM PGDt t   ở 

340 680  điểm lưới và 3.6FDM PGDt t   ở 680 1360  điểm lưới. 

 Từ các kết quả đã phân tích, luận án cho thấy tính khả thi và hiệu quả 

khi áp dụng phương pháp biên nhúng kết hợp với phương pháp PGD để 
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giải quyết nhiều dạng  bài toán FSI khác nhau trong cả trường hợp dòng 

chảy nhớt không nén qua vật cản có biên đứng yên và biên di chuyển. 

6.2. Kiến nghị 

Trong suốt quá trình nghiên cứu, luận án đã gặp phải một số khó khăn và còn 

tồn tại những hạn chế nhất định. Sau đây là một số hướng nghiên cứu mở rộng của 

luận án trong thời gian sắp tới: 

 Nghiên cứu phát triển phương pháp PGD để xử lý các bài toán với điều 

kiện biên phức tạp hơn. 

 Mở rộng phương pháp đề xuất cho các bài toán FSI phức tạp hơn như: 

kết hợp quá trình truyền nhiệt, các bài toán trương tự trong trường hợp 

dòng chảy nhớt nén được, hoặc các bài toán tương tự với dòng chảy rối. 

 Mở rộng áp dụng phương pháp đề xuất cho các bài toáng tương tác rắn-

lỏng trong không gian ba chiều. 

 Mở rộng việc kết hợp phương pháp PGD với các phương pháp số khác 

như: đẳng hình học, phần tử hữu hạn, radial basis function, … để tìm 

kiếm lời giải hiệu quả.  
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PHỤ LỤC A 

Chương trình giải phương trình 2D Poisson bằng phương pháp PGD kết hợp với 

phương pháp sai phân hữu hạn: 

% Tac gia:    Le Quoc Cuong (C. Le-Quoc or Le Quoc-Cuong)                     
% Don vi:     University of Technical Education Ho Chi Minh City                       
% email:      cuonglq.vietnam@gmail.com                                         
% Muc dich:   Giai phuong trinh 2D Poisson 
%------------------------------------------------------------------------ 
clc 
clear all 
close all 
format long 
tic 
lx = 1;                                           
ly = 1;                                           
nx = 100;                        
ny = 100;                        
x = linspace(0,lx,nx+1);  
dx = lx/nx;                                  
y = linspace(0,ly,ny+1);  
dy = ly/ny;   
f = -8*pi^2*sin(2*pi*x')*sin(2*pi*y);  % Ve phai cua phuong trinh Poisson 
u_ex = sin(2*pi*x')*sin(2*pi*y);       % Loi giai chinh xac 
tol_u = 10^(-8);    % Dieu kien dung toan cuc 
tol_RS = 10^(-8);   % Dieu kien dung cua bien R va S 
[X,Y,u] = PGD_Poisson2D(x,y,tol_u,tol_RS,f); 
er=sqrt(sum(sum((u-u_ex).^2))/(nx*ny)); % Sai so  
figure(1) % Hien thi loi giai PGD 
surf(x,y,u'); 
xlabel('x') 
ylabel('y') 
zlabel('u_P_G_D') 
title('PGD solution') 

 

Chương trình PGD cho phương trình 2D Poisson: 

function [X,Y,u,n]= PGD_Poisson2D(x,y,tol_u,tol_RS,f) 
%% Dieu kien bien:  [1]:Dirichlet;    [2]: Neumann 
Wbc = 1;            % Bien trai 
Ebc = 1;            % Bien phai 
Nbc = 1;            % Bien tren 
Sbc = 1;            % Bien duoi 

  
nx = length(x); 
ny = length(y); 
dx = x(2)-x(1); 
dy = y(2)-y(1); 

  
X = zeros(nx,1); 
D2X = zeros(nx,1); 
Y = zeros(1,ny); 
D2Y = zeros(1,ny); 
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Saiso = 1; 
n = 1; 

   
CM_d2x = CMd2x_4order(X,dx); %% Matran tinh dao ham bac hai cua X 
CM_d2y = CMd2x_4order(Y,dy); %% Matran tinh dao ham bac hai cua Y 
% Tinh Xn va Yn  

while saiso>=tol_u  
      N_RS = 1; 
      saisoRS = 1; 
      S = randn(1,ny);     % Khoi tao S0 
      D2S = CM_d2y*S';D2S=D2S';  
      S_old = zeros(1,ny); 
      R_old = zeros(nx,1); 
      while saisoRS>tol_RS   
            %% Tinh ham R(x) 
            anpha_S = trapz(y,S.^2); 
            beta_S = trapz(y,S.*D2S); 
            gamma_x = trapz(y,(repmat(S,nx,1).*f)')'; 
            anpha_Si = trapz(y,(repmat(S,n-1,1).*Y(1:n-1,:))')'; 
            beta_Si = trapz(y,(repmat(S,n-1,1).*D2Y(1:n-1,:))')'; 
            f1 = D2X(:,1:n-1)*anpha_Si; 
            f2 = X(:,1:n-1)*beta_Si; 
            fx = gamma_x-f1-f2; 
            [R,D2R] = fdm_ODE2(anpha_S,beta_S,fx,CM_d2x,nx,Wbc,Ebc); 
            %% Tinh ham S(y) 
            anpha_R = trapz(x,R.^2); 
            beta_R = trapz(x,R.*D2R); 
            gamma_y = trapz(x,repmat(R,1,ny).*f); 
            anpha_Ri = trapz(x,repmat(R,1,n-1).*X(:,1:n-1)); 
            beta_Ri = trapz(x,repmat(R,1,n-1).*D2X(:,1:n-1)); 
            f1 = anpha_Ri*D2Y(1:n-1,:); 
            f2 = beta_Ri*Y(1:n-1,:); 
            fy = gamma_y-f1-f2;    
            [S,D2S] = fdm_ODE2(anpha_R,beta_R,fy',CM_d2y,ny,Nbc,Sbc); 
            S = S';D2S = D2S'; 
            saisoRS = norm(R*S-R_old*S_old); 
            S_old = S; 
            R_old = R; 
            N_RS = N_RS+1; 
      end 
      %% Gan gia tri X(n+1) va Y(n+1 

      X(:,n) = (R);D2X(:,n) = (D2R); 
      Y(n,:) = (S);D2Y(n,:) = (D2S); 
      %% Tinh gia tri nghiem cua phuong trinh toan cuc  

      u = X*Y; 
      %% Gia tri u o buoc lap thu n 
      u_n=R*S; 
      %% Tinh sai so 
      if n==1 
          saiso=norm(D2X*Y+X*D2Y-f)/norm(f); 
      else 
      saiso = sqrt(trapz(x,trapz(y,(u_n).^2,1),2))/…    

              sqrt(trapz(x,trapz(y,(u).^2,1),2)); 
      end 
      n = n+1; 
end 
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Chương trình tính ma trận hệ số cho đạo hàm bậc hai của hàm f theo biến x: 

function CM = CMd2x_4order(f,h) 
n = length(f); 
CM = zeros(n); 
%% Ap dung sai phan trung tam bac 4 cho nhung diem ben trong 
for i=3:n-2 
    CM(i,i-2) = -1/12; 
    CM(i,i-1) = 4/3; 
    CM(i,i) = -5/2; 
    CM(i,i+1) = 4/3; 
    CM(i,i+2) = -1/12; 
end 
%% Ap dung so do sai phan tien bac 4 cho cac diem i=1,2 
for i=1:2    
    CM(i,i) = 15/4; 
    CM(i,i+1) = -77/6; 
    CM(i,i+2) = 107/6; 
    CM(i,i+3) = -13; 
    CM(i,i+4) = 61/12; 
    CM(i,i+5) = -5/6; 
end 
%% Ap dung so do sai phan lui bac 4 cho cac diem i=n-1,n 
for i=n-1:n  
    CM(i,i) = 15/4; 
    CM(i,i-1) = -77/6; 
    CM(i,i-2) = 107/6; 
    CM(i,i-3) = -13; 
    CM(i,i-4) = 61/12; 
    CM(i,i-5) = -5/6; 
end 
CM = CM*(1/h*h); 

 

Chương trình giải phương trình vi phân một chiều: 

function [R,D2R] = fdm_ODE2(a,b,f,CM2,n,firstbc,endbc) 
Ix = speye(n); 
D2x=CM2;  
B = f; 
A = a*D2x+b*Ix; 
for i=1:n 
    if i == 1 
        if firstbc==1 
            A(i,:)=0; 
            A(i,i) = 1; 
            B(i) = 0; 
        elseif firstbc==2 
            A(i,:)=0; 
            A(i,i) = -3/2; 
            A(i,i+1) = 2; 
            A(i,i+2) = -1;     
            B(i) = 0; 
        end 
    elseif i == n 
        if endbc==1 
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        A(i,:)=0; 
        A(i,i) = 1; 
        B(i) = 0; 
        elseif endbc==2 
            A(i,:)=0; 
            A(i,i) = -3/2; 
            A(i,i-1) = 2; 
            A(i,i-2) = -1;    
            B(i) = 0;             
        end 
    end 
end    
R = inv(A)*B; 
D2R = D2x*R; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



183 

 

Phụ lục B 

Chương trình mô phỏng bài toán dòng chảy nhớt không nén qua trụ tròn bằng 

phương pháp IB kết hợp với phương pháp PGD: 

 
% Tac gia: Le Quoc Cuong (LE Quoc-Cuong) 
% Email: cuonglq.vietnam@gmail.com 
% Muc dich: Giai bai toan dong chay nhot khong nen qua tru trong bang  
%           phuong phap IB ket hop voi phuong phap PGD 
%------------------------------------------------------------------------ 
clear all;close all;clc; 
format long 
ly = 1.6;        
lx = 3.2; 
nx = 256*2;       
ny = 256*1;      
hy = ly/ny; 
hx = lx/nx; 
h = hx; 
x = linspace(0,lx,nx+1);  
y = linspace(0,ly,ny+1);  

  
vect = 1.0; 
rho = 1.0; 
Re = 100; 
D = 0.1; 
nuy = (rho*vect*D)/Re; 

  
K = 3000; 
xc = 0.8; 
yc = ly/2; 
Nb = round(pi*D/h); 

  
dtheta = 0; 
[X,X1,kp,km,dtheta,Xe] = body(Nb,D,xc,yc,h); 
lp = sqrt((X(kp,1)-X(:,1)).^2+(X(kp,2)-X(:,2)).^2); 
lm = sqrt((X(:,1)-X(km,1)).^2+(X(:,2)-X(km,2)).^2); 

  
U = zeros(nx+1,ny+2); 
V = zeros(nx+2,ny+1); 
USTAR = zeros(nx+1,ny+2); 
VSTAR = zeros(nx+2,ny+1);  
U(1,2:end-1) = vect; 
 

dt = 0.0001;  
t = dt;  
tf = 180; 
ii = 0; 
while (t<=tf) 
   ii = ii+1; 
   %% Tinh luc tren bien nhung 
   F = K*(Xe-X);   %Lai & Peskin 
   Fd = 0; 
   Fl = 0; 
   for i = 1:(size(F,1))    
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       Fd = Fd+F(i,1)*(lp(i)); 
       Fl = Fl+F(i,2)*(lp(i)); 
   end      
   Fd = -Fd; 
   Fl = -Fl; 
   Cd = (2*Fd)/(rho*(vect^2)*D); 
   Cl = (2*Fl)/(rho*(vect^2)*D); 
   C(ii,1) = (t*vect)/D; 
   C(ii,2) = Cd;  
   C(ii,3) = Cl; 

   %% Phan bo luc tren bien nhung den cac diem luoi luu chat 
   [fx,fy] = spread_force(F,Xe,nx,ny,h,Nb,lp);  
   gamma = min(1.2*dt*max(max(max(abs(U)))/hx,max(max(abs(V)))/hy),1); 
   Ua = avg(U')'; Ud = diff(U')'/2; 
   Va = avg(V);   Vd = diff(V)/2; 
   UVx = diff(Ua.*Va-gamma*abs(Ua).*Vd)/hx; 
   UVy = diff((Ua.*Va-gamma*Ud.*abs(Va))')'/hy; 
   Ua = avg(U(:,2:end-1));   Ud = diff(U(:,2:end-1))/2; 
   Va = avg(V(2:end-1,:)')'; Vd = diff(V(2:end-1,:)')'/2; 
   U2x = diff(Ua.^2-gamma*abs(Ua).*Ud)/hx; 
   V2y = diff((Va.^2-gamma*abs(Va).*Vd)')'/hy; 
   USTAR(2:nx,2:ny+1) = U(2:nx,2:ny+1)-dt*(UVy(2:end-1,:)+U2x); 
   VSTAR(2:nx+1,2:ny) = V(2:nx+1,2:ny)-dt*(UVx(:,2:end-1)+V2y); 
   Uxx = diff(U,2,1)/hx/hx; Uyy = diff(U,2,2)/hy/hy; 
   Vxx = diff(V,2,1)/hx/hx; Vyy = diff(V,2,2)/hy/hy; 
   %% Tinh van toc trung gian 
   USTAR(2:nx,2:ny+1) = USTAR(2:nx,2:ny+1)+((dt*nuy)/rho)*… 

                        (Uxx(:,2:end-1)+Uyy(2:end-1,:)); 
   VSTAR(2:nx+1,2:ny) = VSTAR(2:nx+1,2:ny)+((dt*nuy)/rho)*… 

                        (Vxx(:,2:end-1)+Vyy(2:end-1,:));   
   USTAR(2:nx,2:ny+1) = USTAR(2:nx,2:ny+1)+(dt/rho)*fx; 
   VSTAR(2:nx+1,2:ny) = VSTAR(2:nx+1,2:ny)+(dt/rho)*fy; 
   %% Ap dat dieu kien bien cho van toc 
   USTAR(1   ,2:ny+1) = vect;                 %  (u*=uinflow) 
   USTAR(nx+1,2:ny+1) = USTAR(nx,2:ny+1);     %  (du*/dx=0) 
   USTAR(1:nx+1,1   ) = USTAR(1:nx+1,2);      %  (du*/dy=0) 
   USTAR(1:nx+1,ny+2) = USTAR(1:nx+1,ny+1);   %  (du*/dy=0) 

    
   VSTAR(2:nx+1,1   ) = 0;                    %  (v*=0) 
   VSTAR(2:nx+1,ny+1) = 0;                    %  (v*=0) 
   VSTAR(1   ,1:ny+1) = VSTAR(2,1:ny+1);      %  (dv*/dx=0) 
   VSTAR(nx+2,1:ny+1) = VSTAR(nx+1  ,1:ny+1); %  (dv*/dx=0) 
   %% Giai phuong trinh Poisson ap suat bang phuong phap PGD 
   rhsP = diff(USTAR(1:nx+1,2:ny+1))/hx+diff(VSTAR(2:nx+1,1:ny+1)')'/hy;  
   rhsP = (rho/dt)*rhsP; 
   tol_p = 10^-5; 
   tol_RS = 10^-8; 

   [Px,Py,E,n] = PGD_Poisson2D(x,y,tol_p,tol_RS,rhsP); 
   P = Px*Py';    
   %% Cap nhat van toc o buoc thoi gian thu (n+1) 
   U(2:nx,2:ny+1) = USTAR(2:nx,2:ny+1)-(dt/rho)*diff(P)/hx; 
   V(2:nx+1,2:ny) = VSTAR(2:nx+1,2:ny)-(dt/rho)*diff(P')'/hy;  
   U(1   ,2:ny+1) = vect;                %  (u*=uinflow) 
   U(nx+1,2:ny+1) = U(nx,2:ny+1);        %  (du*/dx=0) 
   U(1:nx+1,1   ) = U(1:nx+1,2);         %  (du*/dy=0) 
   U(1:nx+1,ny+2) = U(1:nx+1,ny+1);      %  (du*/dy=0) 
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   V(2:nx+1,1   ) = 0;                   %  (v*=0) 
   V(2:nx+1,ny+1) = 0;                   %  (v*=0) 
   V(1   ,1:ny+1) = V(2,1:ny+1);         %  (dv*/dx=0) 
   V(nx+2,1:ny+1) = V(nx+1  ,1:ny+1);    %  (dv*/dx=0) 

    
   Ui = avg(USTAR(1:nx+1,2:ny+1)); 
   Vi = (avg(VSTAR(2:nx+1,1:ny+1)'))'; 
   %% Noi suy van toc tren bien nhung 
   Uib = interpolation(Ui,Vi,Xe,h,Nb); 
   %% Cap nhat vi tri bien nhung tai buoc thoi gian (n+1) 
   X = X+(dt)*Uib; 
   t = t+dt; 
end 

 

Chương trình phân bố lực tại các điểm trên biên nhúng đến các điểm lưới xung 

quanh: 

function [fx,fy]=spread_force(F,X,nx,ny,h,Nb,lp) 
fx = zeros(nx,ny);  
fy = zeros(nx,ny);  

  
for k=1:Nb 
  c=lp(k)/(h*h); 
  s=X(k,:)/h; 
  i=floor(s); 
  r=s-i; 
  i1=i(1):i(1)+3; 
  i2=i(2):i(2)+3; 
  w=phi1(r(1)).*phi2(r(2)); 
    fx(i1,i2)=fx(i1,i2)+(c*F(k,1))*w; 
  fy(i1,i2)=fy(i1,i2)+(c*F(k,2))*w; 
end 
fx = avg(fx); 
fy = (avg(fy'))'; 

 

Chương trình nội suy vận tốc tại các điểm trên biên nhúng: 

function Ux=interpolation(U,V,X,h,Nb) 

  
Ux=zeros(Nb,2); 
for k=1:Nb 
  s=X(k,:)/h; 
  i=floor(s); 
  r=s-i; 
  i1=i(1):i(1)+3; 
  i2=i(2):i(2)+3; 
  w=phi1(r(1)).*phi2(r(2)); 
  Ux(k,1)=sum(sum(w.*U(i1,i2))); 
  Ux(k,2)=sum(sum(w.*V(i1,i2))); 
end 


